|dentifikacija — UVOD

. Cilj:
— Matematski opis vremenskog ponasanja bilo kojeg
sistema:

e Kako?
— Sistemska analiza (analiza procesa 1 analiza signala)

e tehnicCki, bioloski i ekonomski
D1: Sistem je ograniceni skup procesa, koji utiCu jedan na
drugoga
D2: Proces oznacCava pretvorbu i/ili transport (prenos)
materije, energije i/ili informacije
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Analiza procesa

* Teoretska (modeliranje)
— Jednacine ravnoteze
* mase, energije ....
— Fizikalno-kemijske jednacine stanja
— Uspostava jednacina  za pojave, koje opisuju
nepovratne (ireverzibilne) procese (napr. prenos
toplote).

— Eventualna uspostava jednacina entropijske ravnoteze,
kod reverzibilnih ili nepovratnih (ireverzibilnih)
procesa.

Rezultat:
« Sistem obic¢nih i/ili parcijalnih diferencijalnih jednacina
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Analiza procesa

o Eksperimentalna (identifikacija)

. Matematski model dobijamo uz upotrebu
mjerenih ulaznih i izlaznih signala

. Za ulazne signale upotrebljavamo vjestacki
proizvedene ispitne signale (nije uvjek pravilo)

o Koristimo identifikacijske postupke za
parametarske ili neparametarske modele

Rezultat:
o Eksperimentalni model
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Analiza procesa

Teoretska

Eksperimentalna

Predpostavke za pojednostavljenja

‘ A-priori znanja o procesu:
Poznata struktura

Osnovne jednacCine:

Jednacine ravnoteze

Fizikalno kemijske jednacCine
Jednacine pojava

Entropijske jednacCine ravnoteze

Nepoznata struktura

RjeSenja sistema jednacina

Eksperiment

Teoretski model

Identifikacija

Stuktura

. Parametarska

Parametri+

. Neparametarska

Pojednostavljenja

Pojednostavljeni teoretski model
Stuktura
Parametri

Eksperimentalni model

. Parametarski
— struktura
— parametri

«—r—— Neparametarski

Provjera mjerenjem

Konacni model
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Karakteristike teoretskog modeliranja i identifikacije

Teoretsko modeliranje

« Struktura modela je posljedica
prirodnih zakonomjernosti .

» Opis ponasanja unutarnjih
akumulatora stanjai ulazno-izlaznog
ponasanja.

e Parametri modela su dati kao
funkcije procesnih veliCina.

* Model je validan za cijelu familiju
tipova procesa pri razlicCitim
pogonskim stanjima. Mnoge procesne
veliCine so vrlo malo ili nedovoljno
poznate.

 Bitha unutarnja stanja procesa
moramo saznavati iz matematskog
opisa.

» VVeCinom zahtjeva dosta vremena za
razvo.

Identifikacija

e Strukturu modela moramo
predpostaviti

* Identificiramo je iz ulazno-izlaznog
ponasanja

» Parametri modela so Ciste
numericke vrijednosti kod kojih ne
vidimo povezanost sa fizikalnim
procesnim veliCinama..

» Model je validan i za razvojni
proces kao i za dobijene rezultate iz
eksperimenta. Zato ta ponasSanja
opisujemo relativho dosta tacno.
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Karakteristike teoretskog modeliranja i identifikacije

Teoretsko modeliranje Identifikacija

« Struktura modela je posljedica *Model identificiramo samo za neke
prirodnih zakonomjernosti . postojecCe procese.

» Opis ponasanja unutarnjih  Nije potrebno poznavati unutarnje
akumulatora stanjai ulazno-izlaznog |tokove procesa.

ponasanja. « Po3to su postupci identifikacije

» Parametri modela su dati kao neovisni od konkretninh procesa,
funkcije procesnih veliCina. mozemo jednostavno upotrebiti

« Model je validan za cijelu familiju  |Jednom razvijenu programsku
tipova procesa pri razligitim opremu pri razvoju modela mnogih
pogonskim stanjima. Mnoge procesne | razliCitih procesa..

veliCine so vrlo malo ili nedovoljno » VeCinom zahtjeva relativno malo
poznate. vremena.

 Bitha unutarnja stanja procesa

moramo saznavati iz matematskog

opisa.

» VVeCinom zahtjeva dosta vremena za

razvo. °
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Podjela po tipu identifikacionih metoda

Po tipu sistema koji se identifikuje:

“ ldentifikacija linearnih sistema
“ ldentifikacija nelinearnih sistema

Po vremenskoj prirodi sistema
* ldentifikacija stacionarnih sistema
» ldentifikacija nestacionarnih sistema

Po vremenskom opisu sistema
* Identifikacija kontinualnih sistema
* Identifikacija diskretnih sistema

4

L)

(R )

L)

L)

4

L)

(R )

L)

L)
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Podjela po tipu identifikacionih metoda

Po slozenosti sistema koji se identifikuje:
* ldentifikacija sistema sa jednim ulazom i izlazom ( SISO )

* ldentifikacija sistema sa vise ulaza i jednim izlazom (
MISO)

*» Identifikacija sistema sa viSe ulaza i izlaza ( MIMO )
Po statistickoj prirodi sistema

* ldentifikacija deterministiCkih sistema

* Identifikacija stohastiCkih sistema
Po stepenu apriori znanja o sistemu

*» Identifikacija sistema sa viSe apriori znanja o sistemu (
lakSe)

*» Identifikacija sistema sa manje apriori znanja o sistemu
(teze)

4

L)

(R )

L)

L)

4

L)

(R )

L)

L)
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Rezultat primjene po tipu identifikacionih metoda

Model dobijen identifikacijom uz predpostavke o:
¢ Linearnosti, deterministickom ponasSanju, SISO,
% Stacionarni, sa vise apriori znanja o ponasanju

Je mnogo jednostavniji od modela dobijenog uz

prepostavke o :

<* Nelinearnosti, nestacionarnosti, stohastickoj prirodi i
videdimenzionalnom MIMO S|stemu sa manje apriori

znanja

Koji moze biti izuzetno slozen i komplikovan za
gradnju i izvodjenje
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OSNOVNE DEFINICIJE | KLASIFIKACIJE

Problem identifikacije karakteristika sistema moze se
posmatrati kao dual problema upravljanja sistemom.
Sistemom se ne moze upravljati sve dok nije izvrSena
njegova identifikacija, bilo apriori ili u trenutku pocetka
upravljanja.

Ukoliko zelimo da pokrenemo neki sistem od tacke A do
tacke B, mozemo se osloniti na Cistu srecu ili da nau¢imo
odziv sistema na jedno Iili viSe upravljackih dejstava. Ako

znamo da ulaz u; dovodi sistem blize tacki B tada mozemo
primjeniti taj ulaz. Bez tog prethodnog znanja u pogledu u;
mozemo da primjenjujemo I mjerimo odzive ( U smislu
udaljenosti od B), za vise ulaznih dejstava, I tako stvarno
vrsimo identifikaciju. Neko znanje o identifikaciji je uvjek
neophodno prije nego Sto se izvede upravljanje.

Pomenuli smo da je poznavanje diferencijalnih jednacina
procesa jedna moguca identifikacija, ali ne | jedina. Na
primjer, mozemo da napravimo tabelu mogucih upravljanja i
njihovih odgovarajucih odziva za koje smo zainteresovani,,
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OSNOVNE DEFINICIJE | KLASIFIKACIJE

Iz te tabele mozemo onda za naSe svrhe odabrati najbolje
upravljanje. Vise drugih formulacija procesa mogu na slican
nacin dati modele identifikacije.

Ni jedna od razmatranih razliCitih tehnika identifikacije ne
moze se upotrebiti za identifikaciju sistema svih vrsta.

Svaka od prikazaninh tehnika ima jedno ili vise vlastitih
podrucja primjenljivosti. Ovim se ne podrazumjeva da,
prema sadasnjem stanju nauke, identifikaciju treba smatrati
kao skup recepata za razliCite tipove sistema. Moguce je da
se teorija identifikacije definiSe kao nauka koja se bavi
procjenjivanjem parametara iz ulaznih i izlaznih podataka,
t. iz historije mjerenja, a procjena se poboljsava sa
poveCanjem broja mjerenja. Greske u procjeni dovode do
greSaka u upravljanju ili u izlazu sistema. Zatim se te
greske koriste da bi se popravile dalje procjene. Zbog toga
je teorija identifikacije slicna , ili je ustvari dual teorij
upravljanja, gdje se greske u upravljanju ( predpostavljajuci
da je sistem vec identifikovan ) Koriste za poboljSanje daljeg
upravljanja. | ovdje, kao i u teoriji upravljanja, postoji vise *
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OSNOVNE DEFINICIJE | KLASIFIKACIJE

postoji vise prilaza u okviru iste teorije od kojih se svaki
moze primjeniti na odredjene situacije i slucajeve.

Teorija identifikacije, prema razmatranjima koja slijede,
moze se prosiriti i na procjenjivanje parametara prediktora |
filtera. Ovo proSirenje proizlazi |z bliske veze izmedju
predskazivanja ( procjenjivanja) i identifikacije, Sto se
objasnjava Cinjenicom da je svrha identifikacije da se
omoguci predskazivanje buduceg ponasanja
iIdentifikovanog sistema. Problem predskazivanja se
razlikuje, medjutim , od problema identifikacije u tome da se
kod identifikacije uzimaju veze ulaz/izlaz za predskazivanje
buduceg ponasanja, pod uslovom da su dati parametri
sistema | njegovi ulazi. Predskazivanje vremenskog niza se
zasniva na izmjerenoj historiji vremenskog niza, njegovi
ulazi ili Cesto nisu mjerljivi ili nisu uopste poznati. Odatle se
identifikacija parametara prediktora zasniva iskljuCivo na
proslim mjerenjima poruke koja treba da se predskaze (
koja se uzima kao izlaz sistema Ciji ulaz nije mjerljiv), a ne
mogu se upotrebiti podatci ulaz/izlaz. 12
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OSNOVNE DEFINICIJE | KLASIFIKACIJE
UopsSteno govoreci postoji razlika izmedju razliCitin situacija
Identifikacije koje traze razliCite obrade i to:

Prvo, razlikuju se linearni | nelinearni sistemi.

Linearni sistemi se mnogo lakSe identifikuju zahvaljujuci
osobini superpozicije.

Drugo, postoji razlika izmedju stacionarnih | nestacionarnih
sistema.

Nestacionarni sistemi imaju parametre koji se mjenjaju sa
vremenom. Sistemi se mogu smatrati stacionarnim ako se
njihovi parametri mjenjaju vrlo sporo u poredjenju sa
vremenom koje je potrebno za odgovarajucu identifikaciju.
Trece , Cesto se wuzima Kklasifikacija na diskretne |
kontinualne sisteme, iako je transformacija iz kontinualne u
diskretnu formulaciju prilicno jednostavna.

Cetvrto, postoji tehnika identifikacije sistema sa jednim
ulazom i izlazom i sa vige ulaza.

Tehnika identifikacije je znatno jednostavnija ako na stapje
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OSNOVNE DEFINICIJE | KLASIFIKACIJE

sistema utice samo jedan ulaz nego kada na stanje utice
kombinacija vise istovremenih poremecaja ili ulaza.

Peta, klasifikacija uzima u obzir razliku u identifikaciji
deterministickin 1 stohastiCkih procesa. Kod stohastickih
procesa, postoji samo, ili uglavhom, probabilisticko
poznavanje taCnog stanja sistema. U praksi sva mjerenja
sadrze Sum, a za odgovarajucu identifikaciju je potrebno
filtriranje ili usrednjavanje Kod deterministiCkih postupaka
identifikacije predpostavlja se da je ovo filtriranje vec
izvrsSeno.

Sesta, mozda najvaznija ali i najteza za definisanje Je
klasmkacua metoda identifilkacije prema stepenu aprori
znanja sa kojim raspolazemo u pogledu sistema.
Klasifikacija nekog sistema kao linearnog podrazumjeva
prethodno znanje, kao | kod Kklasifikacije sistema kao
stacionarnog. Ove klasifikacije ( linearnost, stacionarnost)
mogu se naravno utvrditi iz analize podataka mjerenja,

ukoliko nisu apriori zadate. y
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OSNOVNE DEFINICIJE | KLASIFIKACIJE

Poznavanje dimenzija vektora stanja je veoma vazno kod
svakog postupka identifikacije, a takodjer I poznavanje
prirode interakcija ili nelinearnosti.

Ove klasifikacije su, u odredjenom smislu, klasifikacije po
stepenu poteskoce u identifikaciji. Omgledno, je da Je
identifikacija deterministickog, linearnog, stacionarnog,
procesa, sa jednim ulazom i sa poznatim redom lakSa od
Identifikacije stohastiCkog procesa, za kojeg nam je
nepoznat red 1 Kkoji moze da bude nelinearan |
nestacionaran.

Sigurno je da su tehnike identifikacije koje predpostavljaju
manje apriori znanja manje tac¢ne I mnogo slozenije u
smislu matematiCkih poteskoCa, brzine konvergencije |
vremena za racunanje, nego tehnike sa vise prethodnog
znanja.

S druge strane, tehnike koje se mogu primjeniti za
nelinearne ili nestacionarne procese su mnogo slozenije od
tehnika Cija se primjena ograni¢ava na linearne stacionarne
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METODE KOJE KORISTE FREKVENTNE , STEP |
IMPULSNE ODZIVE

procese. Sigurno je da postupci koji predpostavljaju veoma
malo apriori znanja u ve¢em stepenu imaju opsStu namjenu.

1.METODE KOJE KORISTE FREKVENTNE , STEP |
IMPULSNE ODZIVE

Najranije metode Iidentifikacije sistema zasnhivaju se na
frekventnim, odskoCnim ( step ) I Iimpusnim odzivima.
Najveci dio ovih metoda primjenjuje se na linearne procese.
One se takodjer mogu primjeniti 1 na linearizovane oblike
nelinearnih procesa, ukoliko su nivoi ulaznih signala
dovoljno mali. Po definiciji, te metode zahtjevaju upotrebu
posebnih ulaznih signala, t. step ulaza za Iidentifikaciju
pomocu odziva na step ( odskoCnog odziva ), impusnog
ulaza za Identifikaciju pomocu Impulsnog odziva |
sinusoidalnih ulaza, koji umaju promjenjljive ucCestanosti, za
identifikaciju pomocu frekventnih odziva.

Posto se mjesto normalnih ulaza koriste specijalni ulazi,
oCigledno je da ove tehnike predstavlijaju tkz. “offline”
identifikaciju. One se zbog toga mogu primjenjivati samo na
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METODE KOJE KORISTE FREKVENTNE , STEP |
IMPULSNE ODZIVE

linearne stacionarne sisteme, gdje odnos ulaza i izlaza, koj
je dobijen za jedan skup ulaza vrijedi za sve ulaze.

|lzmedju prethodna tri tipa ulaznih signala, najednostavnija
je primjena odziva na step, koja se ostvaruje trenutacnim
otvaranjem ili zatvarenjem ulaznog ventila, ili trenutacnim
ukljucenjem il iskljuCenjem ulaznog napona, dok je za
sinusoidalni  ulaz potrebna oprema za generiranje
sinusoidalnog ulaza i za promjenu ucestanosti tog ulaza u
podruCju koje je od Interesa. Postupak sa impulsnim
odzivom Cesto stvara poteskoce u realizaciji zbog
generiranja | pobudjivanja sistema impulsnim funkcijama.
Medjutim ovaj postupak se moze primjeniti | na
linearizovane oblike nelinearnih sistema, jer je po definiciji
amplituda impulsa vrlo velika.

17
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METODE KOJE KORISTE FREKVENTNE , STEP |
IMPULSNE ODZIVE

Metode identifikacije pomoc¢u Fourierove transformacije

Mi ¢emo za identifikaciju primjenom off-line sinusoidalnog
ulaza, step ili impulsnog ulaza upotrebljavati Fourierovu
transformacuu

Uzmimo neku aperiodicnu vremensku funkciju X(t).
Fourierova transformacja X ( jw) od x(t) je data pomocu:

FLxitl] = X (ju) = _| (e~ dy (1.1

Fourierova transformacija se moze primjeniti na Xx(t) ako je
ona apsolutno integrabilna, to jest ako je

Hxl{tj'ﬁ"ﬁ':ﬂ {(1.2)

Ovaj posljednji uslov iskljuCuje primjenu Fourierove
transformacije za analizu ulaznih funkcija kao Sto je sinusna
funkcija ili step funkcija.

18

Created with novaPDF Printer (www.novaPDF.com). Please register to remove this message.



http://www.novapdf.com

METODE KOJE KORISTE FREKVENTNE , STEP |
IMPULSNE ODZIVE

Ova potesko¢a u primjeni Fourierove transformacije na
sinusne ili step funkcije moze se prevazici ako je:

_J;lx(:!"}le'"dr-:jx

za neko , Cak vrlo malo pozitivho s, tako da se umjesto x(t) uzima
x(t)est, Sto daje Laplaceovu transformaciju :

¥(s} = L[x{t)= _|'|x{r]].91dr 8 = (THL (1.3
Zbog toga se smatra da step odziv predstavlja vrlo lagano asimptotsko
smanjivanje stepa, a za sinusoidalni ulaz se smatra da se vrlo lagano
prigusuje.
Sada izvodimo Fourierove | Laplaceove transformacije linearnih
stacionarnih relacija ulaz/izlaz na slijedeci nacin:

Uzmimo linearni sistem G(s), kao na narednoj slici , Ciji se izlaz x(t) za

ulaz y(t) , daje pomocu slijedeceg konvolucionog integrala : 19
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METODE KOJE KORISTE FREKVENTNE , STEP |
IMPULSNE ODZIVE

Xit= [y(ngt - e gO=C6E)]  (1.a)

L [ ] je inverzna Laplaceova tranaformacija.

R S Gis) o

Slika br. 1.1

JednacCina (1.4) postaje u transformisanom Fourierovom

obliku:
) =60 ¥ {)u) {1.5)

20
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METODE KOJE KORISTE FREKVENTNE , STEP |
IMPULSNE ODZIVE

Dok Laplaceova trasformacija jednacCine 1.4 zadovoljava:

x(z) = G(s)¥(s) (16 )

Gdje su G(jw) | G(s) funkcija sistema odnosno prenosna
funkcija. Clan G(jw) jednadine 1.5 se moze pisati kao a,, + jb,,
= G(jw) I predstavlja kompleksno pojaCanje sistema za ulaz sa
frekvencijom w. Dakle:

1."ﬂ.ri', + 8. =|Gi o)

predstavlja apsolutno pojacanje, a arc tg b/a predstavlja fazni
pomak izmedju izlaza i ulaza, gdje promjena G(jw) u funkciji w
predstavlja frekventni odziv sistema.

Dobijanje G(jw) pomocu Fourierove transformacije kod

upotrebe step ili impulsnog odziva je prilicno jednostavno, jezrlje
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METODE KOJE KORISTE FREKVENTNE , STEP |
IMPULSNE ODZIVE

Fourierova transformacija impulsnog odziva jednaka G(jw),
dok se Fourierova transformacija step odziva moze dati sa
G(jw)/jw, uzimajuci u obzir napomene iz jednacine (1.2).

Zbog toga, ako se primjenjuje numeriCka Fourierova
transformacija, na step ili impulsni odziv, G(jw) se moze lako
numericki odrediti. Osim toga , pri razmatranju jednacCine 1.5

, primjecujemo da se G(jw) moze dobiti numericki, ako se
numeriCka Fourierova transformacija primjeni na bilo koji
konvergentni ulaz i na odgovarajuci izlaz i to na slijedeci nacin:

X(jo) izlaz(jeo)

Gli) = = |
Y{je) wulaz{j=)

(1.7}

22
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METODE KOJE KORISTE FREKVENTNE , STEP |
IMPULSNE ODZIVE

Medjutim, ovaj postupak zahtjeva numericku transformaciju
kako ulaza tako 1 izlaza, 1 dieljenje dvije dobijene
kompleksne velicine X(jw) | Y(w) za veliki broj razliCitih
frekvencija. Zbog toga je ovaj postupak prilicno dug, cak |
ako se upotrijebl i brza Fourierova transformacija ( FFT ).
lzuzetak su slucCajevi step | impulsnih ulaza koji su vec
spomenuti, i slu¢ajevi ulaznih Sumova.

Ocigledno Je da ulazi koji se uzimaju u obzir za identifikaciju
pomocu FFT trebaju da sadrze sve frekvencije koje su
Interesantne za sistem. Ako se step ulaz realizuje pomocu
eksponencijalno rastuce funkcije, koja ima oblik vremenske
funkcije

"I _ e-'t."T

tada najveca frekvencija koja se moze adekvatno
identifikovati pomocu Fourierove transformacije je reda w=
2pI/T. 23
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METODE KOJE KORISTE FREKVENTNE , STEP |
IMPULSNE ODZIVE

Numericka Fourierova transformacija

NumeriCka Fourierova transformacija trazi aproksimaciju
Integrala iz jednacCine 1.1 pomocu konacne sume , i to:

|
Xin)= 4t Y x(k)e T {1.8)
i)

gdje su :
el = pos(wtsind ot
AXnl=X{n2u)y;n=01,2...

= kit k=0.1,2.._.(N-1)
At =TiN
=20f=27nfT ; Lu=27T

e 2 kAt _ 2mk

- T N 24
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METODE KOJE KORISTE FREKVENTNE , STEP |
IMPULSNE ODZIVE

Ocigledno je da su u bilo kojoj diskretnoj aproksimacijl
granice sume u jednacini (1.8) konacCne. TacCnost Ce bhiti
zadovoljavaju¢a ako su granice N sume, koja oznacCava
vremenski raspon kojeg treba razmatrati, priblizava
beskonacnosti. Zbog toga, vremenski interval T, za sluca;
step ili impusnog ulaza, mora biti veCi od vremena odziva.
Ovdje se pod vremenom odziva podrazumjeva vrijeme
poslije kojeg se mjerenjem raspolozivim instrumentom ne
primjeCuje da Ima promjena izlaza. Vremenski interval
uzimanja uzoraka Dt je naravno vezan na najvecu
frekvenciju koja se moze uzeti u dobijenom frekventnom
odzivu, posto frekvencija preko 1/2Dt Hz nema nikakvog
smisla. U praksi je najbolje da se upotrebi FFT za raCunanje
Fourierovih transformacija i njhovih inverzija. RaCunanje je
brze za faktor N/log,N , nego kada se neposredno racuna
jednacCina (1.8). 25
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ldentifikacija sistema se bavi sa problemima gradnje
matematskih modela dinamickin sistema na bazi observiranih
podataka sa sistema. Posto su dinamiCki sistemi prisutni svuda
oko nas, tehnike identifikacije sistema imaju vrlo Siroku
primjenu.

U opStem smislu sistem oznacCava objekat kod kojeg varijable
vrlo razliCitih karakteristika medjusobno interaktiraju |
proizvode observabilne ( osmotrive ) signale. Observabilni
signali koji su od interesa za nas se obi¢no nazivaju izlazima.
Na sistem takodjer utiCu | vanjska dejstva. Vanjska dejstva sa
kojima posmatraC moze da manipulira se nazivaju ulazi.
Preostala se nazivaju smetnje | kako znamo, mogu se podijeliti
u one koje su mjerljive 1 one koje to nisu I mogu se posmatrati
samo preko njihovog uticaja na izlaze. Razlika izmedju ulaza i

mjerljivih smetnji je obicno manje znacCajna za proces model
26
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ranja. Jasno da je pojam sistema vrlo Sirok koncept . Mnogi
problemi u raznim oblastima nauke su rijeSeni u ovom sistemski
orijentiranom pristupu. Umjesto formalne definicije sistema,
pokazimo Sta podrazumjevamo pod sistemom na nekoliko
primjera. Na primjeru aviona kao sistema, mozemo prikupiti
podatke iz testnih letova i graditi model. Naprimjer mozemo
graditi model po kanalu propinjanja ( pitch ), tj. kako je brzina
promjene ovog ugla propinjanja/poniranja ( pitch ) zavisna od tri
kontrolna signala : elevatora ( tj. horizontalnog repa ) kanarda (
tj. nagiba prednje ivice prednjih krila ) 1 zakretki na prednjem
krilu ( leading edge flaps).

Avion je nestabilan po pitch uglu pri letu, tako da je za prikaz na
narednim slikama jasno da su promjene registritrane u
zatvorenim konturama regulacije.

27
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Sistem u ovom primjeru je dinamicki tj. tekuCe vrijednosti
izlaza zavise ne samo od tekucCih vrijednosti vanjskih dejstava
nego | od njihovinh prethodnih vrijednosti. Izlazi dinamickih
sistema Cija vanjska dejstva nisu observabilna se CcCesto

nazivaju vremenskim serijama ( ovo je narocito Cest termin u
ekonomskim aplikacijama).

28
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ARX modeli ilinearni metod najmanjih kvadrata

Posmatrajmo sada specifican problem procjene ( estimacije )
koji ¢e sadrzavati vecCinu onih elemenata sa kojima ¢emo se
susretati u okviru ovog kursa.

Model

Opcenito cemo oznaciti ulaz 1 izlaz sistema u trenutku t sa u(t) |
y(t). Najosnovnija relacija izmedju ulaza i izlaza je linearna
diferentna jednacina:

YO+ @yt =D+ ... +apy(t —a) = bt = 1) + ... + bl —m) (1)

|zabrali smo da sistem opisujemo u diskrethom vremenu, prije
svega Sto se podaci sa sistema uglavnhom skupljaju
uzorkovanjem ( sampliranjem) u okviru nekog digitalno
baziranog akvizicionog sistema. U jednaCini 1.1
predpostavljamo da je vrijeme sampliranja jedna vremengka
jedinica.
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PragmatiCan nacin da se (1.1) posmatra tako da se iz nje

odredjuje slijedec¢a vrijednost izlaza, kada su raspolozive
prethodne observacije:

W) = —aylt — 1) — ... —ap¥(t —n)+ bt — D+ ...+ bpu(t —m) (1.2)
Za kompaktnije pisanje, uves¢emo vektore:
6 =[ar ... ay by ... ba) (1.3)
oy = [—y =1 . =y —m wt =1 .. ut-m] (14
Sa njima jednacina (1.2) se moze pisati kao :
Vi) = ¢ (1

Da se naglasi da izraCunavanje y(t) iz prethodnih vrijednosti
(1.2) zaista zavisi od parametra u g , mi c¢emo ovo zvati

izraCunatom vrijednosti | pisati kao:

F10y = @' (ne (L.5) 30
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Metod najmanjinh kvadrata

Sada predpostavimo da za dati sistem, da ne znamo vrijednosti
parametara u  ali da smo zapisali sve ulaze | izlaze u
vremenskom intervalu 1 <t < N:

ZV = a1y yi1). . ... u(N). y(NY) (1.6)

Jedan od pristupa nakon toga je da se selektira g u (1.1) do
(1.5) tako da fituje izraCunate vrijednosti $(t8)  3to je moguce
bolje sa mjerenim izlazima, pomoc¢u metoda najmanjin kvadrata
tj.

mﬁ!n V(8 Z%) (L.T)

gdje :

. 1 N 1 N
Ny — ' o 2 -
Vil Z7) = N E{J (t) = vir|g)y = N Zli_rm — ¢l (1)) (1.8)

Mi ¢emo oznaciti vrijednost q koja minimizira (1.7) sa A

Created with novaPDF Printer (www.novaPDF.com). Please register to remove this message.



http://www.novapdf.com

UVOD U TEHNIKE EKSPERIMENTALNE IDENTIFIKACIJE
é;;; = argm&n Va8, 7%y (1.9)
Posto je Vv kvadratiCno po g mozemo naci lako minimalnu

vrijednost postavljajuci izvod da je jednak nuli, .

d . ? &
0= —Vy(6.2"% = F;w(r}mn — ¢T(1)8)

Sto daje
N N
Doy = 3 o)’ (1)8 (1.10)
=1 =1
il : N
' O = [pr{wf(r)} Zﬁf)(”}"(f} (1.11)
=1 =1

Jedanput kada su vektori F(t) definirani, rijeSenje se moze

jednostavno nac¢i modernim numerickim alatima kao Sto je
Matlab. 3
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Primjer : Diferentna jednacina prvog reda

Posmatrajmo jednostavan primjer:
vty + ay(r — 1) = bu(t — 1).

Ovo daje procjenu uskladu sa (1.4), (1.3) 1 (1.11):
[fiw] _ Sy -1 =Yy —ut -1 |
E’;N =Y ¥yt — Du(r — 1) dut(r — 1)
. {—Z}‘-(IJ}'(_I -1
Soy(Du — 1)
Sve sume su od t=1 do t=N. TipiCna konvencija je da se uzmu
vrijednosti van mjernog opsega da su nula. U tom slucCaju mi

¢emo uzeti da je y(0)=0.
Jednostavni model (1.1) i dobro poznati metod najmanjin kvagra
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ta su arhitipovi u tehnikama identifikacije sistema. Oni ujedno
daju najCesSce koristeni metod parametarske identifikacije. Treba

uocCiti da (1.1) se moze direktno prosiriti na nekoliko razliCitih

ulaza, kao i da ulazi i izlazi ne moraju biti sirova ( direktna —raw)

mjerenja.

Primjer 2: Potopljeni grijac

Posmatrajmo proces koji se sastoji od potopljivog grijaca koji je

potopljen u teCnost za hladjenje. Mi mjerimo:

 Vv(t) — napon koji je narinut na grijac

e r(t) — temperatura tecnosti

o y()- temperatura na povrsini grijackog tijela

Predpostavimo da nam je potreban model kako y(t) zavisi od r(t)
| v(t). UoCavamo slijedece:

Promjena u temperaturi grijaceg tijela po samplu je proporcionaﬁfqa
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elektricnoj snazi koja teCe u grijaC umanjenoj za gubitak toplote
prema tecnosti
-Elektri¢na snaga je proporcionalna sa v? (t)
- Gubitak toplote je proporcionalan sa y(t)- r(t)
Ovo sugerise slijedec¢i model:
v(t) = ¥t — 1) +av’(t = 1) — Oy =1 = r(t = 1)
koji fituje u oblik: j |
y() + Oyt —1) = 6"t — 1) +6rz = 1)

Ovo je model sa dva ulaza i jednim izlazom 1| korespondira sa
onim u (1.5) ako ga pisemo u obliku:

p(t) = [—v(it — 1) ve(t — 1y r(r — 1}]T

35
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Linearna regresija

Struktura modela kao (1.5) koja je linearna po g je poznata u
statistici kao linearna regresija. Vektor F(t) se naziva regresioni
vektor a njegove komponente regresori. “Regresija”’ ovdje

sugeriSe na cCinjenicu da mi pokusavamo da izracunamo Yy(t)
vraCajuci se na F(t) . Modeli kao onaj (1.1) gdje regresioni vektor

T(t) sadrzi stare vrijednosti varijable koja se trazi-y(t), su
djelomic¢no autoregresioni. |z tog razloga struktura modela (1.1)

Ima standardno ime ARX-model, AutoRegresioni sa eXtra
ulazima.

Kvalitet modelai dizajn eksperimenta

Posmatrajmo najednostavniji specijalni  slucaj, tj. model
konacnog impulsnog odziva( FIR- finite impulse response). On

se dobija iz (1.1) uzimajuci da je n=0 e
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¥y = bt — 1) + ...+ byutt — m) {1.12)

Predpostavimo da se posmatrani podaci generisu slicnim
mehanizmom:

v(t) = h'f.u{f — D+ ...+ b ult - m + elr) (1.13)

gdje je e(t) sekvenca bijelog Suma sa varijansom 1 , tj. e(t)
moze biti opisano kao sekvenca nezavisnih slucajnih varijabli sa
nultom srednjom vrijednos¢u 1| varijansom 1. Analogno (1.5)
mozemo ovo pisati kaon

¥(1) = @)y + elr) (1.14)

Ulazna sekvenca u(t), t=1,2,..., se uzima Kkao poznata
deterministiCka sekvenca brojeva. Sada mozemo zamjeniti y(t) u
(1.12) sa gornjim izrazom i dobiti:

G = R(N)Y ! [Z e{tre (o, + irp(r}e(r}j

M 37
R(N) = E @iyl

r=1
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1i: - - >
By = by — 6y = R(N)™! Zw{f}e[!) (1.13)
=1

Posto su u 1 ¥ date deterministicke varijable, R(N) je

deterministicka matrica. Ako sa E oznaCimo matematicko
ocekivanje, imacemo:

hY N
Etyn = E [R(N}_] Z@c(r)em} = R(N)™' Zw‘rmem = 0

=1

posto e(t) ima nultu srednju vrijednost. Procjena je dakle
nebajesovana.

Mi mozemo takodjer formirati ocekivanje od 4,47 t]. kovarijantnu
matricu od parametarske areske:

Py = E6y8] = ER(N)™' D p(ee(s)p  (s)R(N)

P
'l
= R(N)! Z (e (SYR(N)Y 'Ee(t)e(s)

[

38
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— R(N)! z oD (SHYRINYIAS( — 5)

r.5=1

:I'I,?
= RIN) '3 @) (HRN)™" = AR(N) ' (1.16)

r=1

gdje smo koristili Cinjenicu da e je sekvenca nezavisnih varijabli
tako da Ee(t)e(s) = »8(t —s) sa d (0)=1 s(r) =0if r # 0.
Mi smo dakle izraCunali kovarijantnu matricu od procjene éx

Ona je u cijelosti odredjena sa ulaznim osobinama od R(N) i sa
nivoom suma B. Nadalje, definirajmo:

_ 1
N N
Ovo Ce korespondirati sa kovarilantnom matricom ulaza tj. i-j ti
. N
element odR je: lim LS~ = bt — .
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Ako je matrica :R nesingularna, nalazimo da kovarijantna

matrica procjene parametra je aproksimativno data sa:

A—_1 .
Py = ER (1.18)

| aproksimacija se poboljsava sa ¥ - «. Odavde slijedi niz
zakljucaka:
« Kovarijansa opada sa 1/N , tako da se parametri
priblizavaju graniCnoj vrijednosti sa brzinom 1,/~.
e Kovarijansa je proporcionalna sa odnosom Suma prema
signalu ( N/S). To znacCi da je proporcionalna sa varijjansom
suma 0 i inverzno proporcionalna sa ulaznom snagom.
« Kovarijansa ne zavisi od ulaza, ili oblika signala Suma, nego
samo od osobina varijanse I kovarijanse.
e Dizajn eksperimenta tj. selekcija ulaza u, ima za cilj da
napravi matricu R , Sto je moguc¢e manjom. 40
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Primjetimo da isto; R se moze dobiti za mnoge razlidite signale u.
Procedura identifikacije sistema

Tri bazna entiteta

Kao Sto smo vidjeli iz prethodnih razmatranja, konstrukcija
modela iz podataka ukljuCuje tri osnovna entiteta:

1. Skup podataka kao Sto je ZN u (1.6)

2. Skup kandidata modela: Struktura modela kao sto su (1.1) ili
(1.5).

3. Pravilo po kojem modeli kandidati se mogu ocjeniti koristeci
podatke, kao Sto je napr. pravilo najmanjih kvadrata (1.9).
Posmatrajmo ovo malo detaljnije:

1. Skup podataka sa procesa. Ulazno-izlazni podaci se zapisuju
ponekad za vrijeme specificno dizajniranog Iidentifikacionog
eksperimenta, kada korisnik moze odrediti koje Ce signale mjeriti
| moze izabrati | ulazne signale. Cilj dizajna eksperimenta je da
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napravi ove izbore tako da podaci postanu maksimalno
iInformativni, podvrgnuti ogranicenjima koja postoje u procesu. U
drugim sluCajevima korisnik mozda necCe imati mogucnosti da
utiCe na eksperiment, nego mora Koristiti podatke iz normalnog
rada sistema.

2. Skup modela i struktura modela.

Skup modela kandidata se dobije specificiraju¢i unutar svake
skupine modela, kako ¢emo izabrati onaj koji je najpogodniji.
Ovo je bez sumnje najvazniji i ujedno | najtezi izbor u proceduri
identifikacije. Upravo ovdje a priori znanje inzenjera i njegova
Intuicija  trebaju biti kombinirani sa formalnim osobinama
modela. Ponekad se skup modela dobija nakon pazljivog
modeliranja. U tom slucaju model sa nekim nepoznatim
fizikalnim parametrima se dobija iz osnovnih fizikalnih
zakonomjernosti i drugih vec¢ poznatih relacija. U drugim slucaje-
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vima, mogu se koristiti standardni linearni modeli, bez da se pravi
lkakva referenca na njihov fizikalni izgled i prirodu. Takav skup
modela, Ciji parametri se posmatraju kao mehanizam
podeSavanja da se fituju podaci sa procesa | ne odslikavaju
nikakvu fizikalnu analizu sistema, se nazivaju black box modeli (
modeli crne kutije ). Skup modela sa podesivim parametrima i sa
njihovom fizikalnom interpretacijom | uvidom se onda mogu
nazivati modelima sive kutije ( gray box models). Opcenito
govoreci, struktura modela je parametrizirano mapiranje od
proSlin ulazaiizlaza Zt u ( 1.16) u prostor izlaza modela:

¥(tl) = g, Z" " (1.19)

Ovdje je  konacno dimenzionalni vektor koji se koristi da
parametrizira mapiranje.

43
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3. Odredjivanje ‘najboljeg’ modela u skupu, pomocu podataka
Ovo je ustvari metod identifikacije. Ocjena kvaliteta modela se
tipicno bazira na tome da se vidi kako modeli dobro
reproduciraju podatke mjerenja. Osnovni pristup ovome je
nezavistan od koriStene strukture modela.

Validacija modela

Nakon prolaska kroz tri prethodna koraka, mi smo stigli do
nekog specificnog modela, tj. onog koji najbolje opisuje podatke
u skladu sa izabranim kriterijem. Preostaje sada da se testira da
i je model dobar za svoju namjenu. Ovi testovi se nhazivaju
validacija modela. Oni ukljuCuju razliCite procedure da se ocjeni
kako se model odnosi prema posmatranim podacima, prema a
priori znanju o procesu. Model ne moze nikada biti prihvacen kao
finalni 1 istinski opis procesa ili sistema. On se prije svega moze
prinvatiti kao dobar opis onih aspekata koji su ham od interesa.
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Kontura identifikacije sistema

Procedura identifikacije sistema ima prirodni logiCki tok: prvo
prikupllamo podatke, onda biramo skup modela, zatim
Izaberemo najbolji model iz ovog skupa. Vrlo Cesto se desi da
model koji se prvo dobije necCe procCi testove validacije. U tom
sluCaju moramo se vratiti natrag | revidirati razliCite korake
procedure. Model moze biti nedostatan zbog niza razloga:
 NumeriCka procedura nije uspjela da nadje najbolji model u
skladu sa nasSim kriterijima.

e Kriterij nije bio dobro izabran.

« Skup modela nije bio adekvatan, po tome jer nije sadrzavao
niti jedan dobar opis sistema.

« Skup podataka nije bio dovoljno informativan da obezbjeds
vodjenje u selekclji dobrog modela.

Interaktivni softver koji je prikazan na slijede¢em blok dijagramu
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je vazan alat za realizaciju iterativnog karaktera ovog problema.
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Y ¥
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VREMENSKI INVARIJANTNI LINEARNI SISTEMI

Ovi sistemi su bez sumnje najvaznija klasa dinamickih sistema
koji se razmatraju i u literaturi i praksi.

Impulsni odzivi, smetnje, | prenosne funkcije

Impulsni odziv

Posmatrajmo sistem sa slijedece slike sa skalarnim ulazom u(t)
| skalarnim izlazom y(t). Za sistem se kaze da je vremenski
Invarijantan ako njegov odziv ne zavisi od absolutnog vremena.
Kaze se da je linearan ako njegov izlaz na linearnu kombinaciju
ulaza je ista kombinacija izlaza od individualnin ulaza. Nadalje,
za sistem se kaze da je kazualni ( uzrocCni) ako izlaz u datom
trenutku vremena zavisi samo od ulaza do tog trenutka vremena.

tir : NI

a7
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Poznato je da linearni, vremenski invarijjantan kazualni sistem
se moze opisati pomocu impulsnog odziva ( ili tezinske funkcije)
¢t ) kako slijedi:

T T
yir) = j elriul(t — t)dr (2.1)
e

./

Impulsni odziv je dakle kompletna karakterizacija sistema.

Uzorkovanje (sampliranje)

Posto cemo u ovom kursu raditi iskljuCivo sa posmatranjima |
mjerenjima ulaza i izlaza u diskretnim trenutcima vremena, posto
je to tipicno za sve akvizicione | sisteme mikroprocesorskog |
racunarskog upravljanja, mi ¢emo predpostaviti da je y(t)
osmotrivo u trenutcima sampliranja t, = kT, k=1,2,...

vihT )y = [ gtthlhkl — tidr (2.2

48
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Interval T je poznat kao interval sampliranja. Moguce je takodjer
analizirati 1 sluCajeve kada trenutci sampliranja nisu istovjetno
rasporedjeni. NajCcesce, u racunarskim aplikacijama, ulazni signal
u(t) se drzi konstantnim izmedju trenutaka sampliranja:

uiry = 1y, kT <t < (k+ DT (2.3}

Ovo se radi najCeSce iz prakticnih razloga ali ujedno i znacCajno
olakSava analizu sistema. Ubacujuci (2.3) u (2.2) daje:

-

~ v T
vikT) = [ ATk T — tidr = Z[ e(r)u(hT — 1)dr
Jr= ) T=it -|T

[l Lt

e o F T
= Z[[ ,a{{rjdr]uiﬂ = ZHII’.UEEL—{
v =1

- nT:IJ—:_IT

gdje smo definisali :

i
gty = [ glridr (2.3) 49
Je—iioniy
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Izraz (2.4) nam kaze kakav Ce biti izlaz u trenutcima sampliranja.
Mi ¢éemo zvati sekvencu {gr(©)}2, impulsnim odzivom tog
sistema.

Mi ¢emo takodjer najceSCe smatrati da je T trajanje jedne
vremenske jedinice 1 Kkoristitt t da prebrojimo trenutke
sampliranja. Dakle mozemo pisati (2.4) kao:

=
V() = Y gthutt — k. 1 =0.1.2.... (2.6)
k=l
Za sekvencu ¢cemo takodjer koristiti oznaku:

vi = (3. + D V(1)) 2.7

| zbog jednostavnosti: ;
=t 50
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Smetnje
U skladu sa relacijom (2.6), izlaz se moze tacno izraCunati kada

je poznat ulaz. U vecini sluCajeva ovo nije realisticno. Postoje
uvjek signali koji su van nase kontrole koji takodjer utiCu na
sistem. Mi ¢emo smatrati da se takvi efekti mogu skupiti u
dodatni Clan v(t) na izlazu prema slijedecoj slici 2.

[
v(r) = Zg(k'm{r — kY + v(1) (2.8)
k=1
| i)
Hith | ;/*\\ vir)
- +
| H\_._/_P

51
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Postoje mnogi izvori ovih smetnji, napr.

 SUM mjerenja: senzori koji mjere signale su pod uticajem
sumova i drifta.

* Nekontrolabilni ulazi: Sistem je podvrgnut signalima koji imaju
karakter ulaza ali se ne kontroliSu od strane korisnika.
Pomislimo na avion, Cije kretanje je posljedica ulaza pilota preko
otklona kormila | pomjeranja zakrilaca, ali takodjer i udara vjetra i
turbulencija.

Karakter smetnji moze takodjer da varira. Klasicni pristup je bio
da se smetnje opisuju kao step , impulsi i sinusoide, dok kod
stohastiCkog upravljanja smetnje su modelirane kao realizacije
stohastiCkih procesa. Pogledajmo naredne slike br. 31 4 za neke
tipicne ali medjusobno razliCite karakteristike smetnji. U nekim
sluCajevima | smetnje mogu biti mjerljive, ali u vecini sluCajeva
one se mogu opaziti iskljuCivo preko njihovog djelovanja na s
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na izlaze.
25 — 3.
ML I,..mmhl 305 |
e II| I'." b 3
|

- "’]| S . 295 |
7] :

| ! 29
W]

'v' 285
19

28 -

. D 10 20 30 40 SO 60 70 &0 90 100

0 20 40 60 B0 100 120 140 160 150 200

Slika 3. Promjena temperature u sobi Slika 4. Sadrzaj vlage u papiru kod proizvodnje

Predpostavka sa slike 2 da sum ulazi aditivno na izlaz implicira
nekoliko ograniCenja. Ponekad | mjerenje ulaza moze takodjer
sadrzavatt Sum. U takvim sluCajevima mi postupamo
pragmatiCcno | posmatramo izmjerene ulazne vrijednosti kao
stvarne ulaze u(t) u proces, I njihovo odstupanje od stvagrnlh
dejstava se propagira kroz sistem i udruzuje u smetnju v(t) na
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slici 2.

Karakterizacija smetn|i

Najznacajnija karakteristika smetnje je da njena vrijednost nije
unaprijed poznata. Zbog toga je prirodno da se Kkoristi
vjerovatnostni okvir da bi se opisalo buduce ponasanje smetnje.
Dakle mi smo u trenutku vremena t | zelimo da opiSemo smetnje
u trenutku t+k ,k = 1. Kompletna karakterizacija bi bila da
opiSemo uvjetnu zajedniCku funkciju gustine vjerovatnosti za
(vt +k.k=1} kada je dato (uw(s),s <t} .

Medjutim ovo moze biti komplikovano, 1 mi Kkoristimo
jednostavniji pristup. Neka je v(t) dato sa:

-
vir) = ka}g{: — k) (2.9)

k=l

gdje e(t) je bijeli Sum, tj. sekvenca nezavisnih slucajnih varijabli
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sa nekom funkcijom gustine vjerovatnoce (PDF — probability
density function). 1z razloga normalizacije predpostavicemo da je
h(0)=1, sto ne dovodi do gubitka opstosti, poSto se varijansa e
moze podesiti. Treba naglasiti da specificiranje razliCitih PDF za
{e(t)} moze rezultirati u vrlo razliCitim karakteristikama smetniji.
Napr. PDF

e(t) = 0, with probability 1 —
(1) P y (2.10)

e(t) = r, with probability u

gdje je r normalno rasporedjena sluCajna varijabla: » € N(0. y)

i vodi do, ako je m mali broj, sekvence smetnji sa
karakteristicnim 1 ‘deterministiCkim’ profilom koji se javlja u
sluCajnim trenutcima, kao na slijedecoj slici br. 5. Ovo moze biti
pogodno za opis ‘klasiCnih’ tipova smetnji kao Sto su : step,
Impuls, sinusoida i rampa.

55

Created with novaPDF Printer (www.novaPDF.com). Please register to remove this message.



http://www.novapdf.com

VREMENSKI INVARIJANTNI LINEARNI SISTEMI

A

i
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Slika 5. Realizacija procesa (2.9) sa e kao (2.10)  Slika br. 6 Realizacija istog procesa sa e kao (2.11)

Sa druge strane PDF u obliku:
elt) € N{0.A) (2.11)
daje potpuno drugu sliku, kao na slici br. 6. Ovakav oblik je
adekvatniji da opiSe sumove kod mjerenja, | neregularna i Cesta
djelovanja smetnji. Cesto mi samo specificiramo osobine drugog
reda za sekvencu f{e()} | tj. srednju vrijednost i varijansu.
Primjetimo da i1 (2.10) i (2.11) mogu biti opisani kao sekvenca
nezavisnih slucajnih varijabli sa nultom srednjom vrijednoscu. |
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| varijansama I mada su razliCite u izgledu. Primjetimo takodjer
da su sekvence slucajnih varijabli fe(#)} i{v(t)} stohastiCki procesi.
Kovarijantna funkcija

Mi ¢emo predpostaviti da e(t) ima nultu srednju vrijednost |
varijansu 1. Sa opisom (2.9) mozemo izraCunati srednju
vrijednost kao :

Ev(t) = Y h(k)Ee(t — k) = 0 (2.12)
k=0

a kovarijansa kao:

Evin(g — 1) = ZZ;::k}hfs)Ee(: — ket — 1 — 5)

k= s=0

e -
= > ) hUoh(s)stk — T — s)x (2.13)

k=l 5=}

[
= A hikyhik — 1) .
2 -
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Ovdje je h(r) =0, ako je r < 0. Primjetimo da je ova kovarijansa
nezavisna od t i da zovemo:

R.(t) = Ev(hv(t — 1) (2.14)

kovarijansnom funkcijom procesa v. Ova funkcija zajedno sa
srednjom vrijednoSc¢u, specificira osobine drugog reda od v. Ove
su, sa druge strane jedinstveno definirane sa sekvencom {#(k}}
| sa varijansom 1 od e. Posto (2.14) | Ev(t) ne zavise od t, za
proces se kaze da je stacionaran.
Prenosne funkcije
BiCce pogodno definirati skracene oznake za sume kao (2.8) |
(2.9), koje Ce se Cesto pojavijivati. Uvedimo operator pomaka
unaprijed q kao

guit) = u(r + 1)

58
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—1

| operator pomaka unatrag ¢
g lu(ty = u(t = 1)

Sada mozemo pisati (2.6) kao:

y(f) = Zg ku(t — k) = Zghu u(r}

N (2.15)
= [Zg(k}q"‘}um = G(q)u(r)
k=1
gdje smo uveli oznaCavanje:
oo
Glg) = Y _glkig™ (2.16)

Zvacemo G(g) prenosnim operatorom ili prenosnom funkcijom
linearnog sistema (2.6). 59

Created with novaPDF Printer (www.novaPDF.com). Please register to remove this message.



http://www.novapdf.com

VREMENSKI INVARIJANTNI LINEARNI SISTEMI

Striktno govoreci, termin prenosna funkcija bi trebao biti
rezerviran za z transformaciju od {g(k)}7*

tj. >
G(x) = ) gl (217)
k=1
Sli¢no sa:
Hig) = ) h{k)g™* (2.18)
k=0
mozemo pisati:
v(t) = Hig)e() (2.19)

za (2.9). Dakle osnovni opis linearnog sistema sa dodatnom
smetnjom Ce biti:

¥(#) = G(q)u(r) + H{g)e(t) (2.20)

60
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Izrazi u frekventnom domenu
Predpostavimo da je ulaz u sistem (2.6) sinusoida:

u(t) = coswt (2.32)

tada je pogodno prepisati ovo tako da bude:

#(t) = Ree'™
gdje Re oznacCava realni dio. U skladu sa (2.6), odgovarajuci
izlaz Ce Diti:
0 o
y(1) = Y ghRee ™ = Re Y glkye™
=1 =1
= Re lgf-“-'” . Zg(k)e—w‘*] = Re{e'™” - G(e')}  (2.33)

k=l

I ek

= |G(e"”)|cos(wr + ¢)

gdje : ¢ = arg G(e'”) (2.34) 61
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Ovdje druga jednakost slijedi posto su g(k) realni a Cetvrta iz
definicija (2.16 ) i1 (2.17). Peta jednakost slijedi direktno pravila za
kompleksne brojeve.

U (2.33 ) smo predpostavili da je ulaz bio cosinus posto je
vrijeme od minus beskonacno. Ako je u(t) =0, t < 0, dobi¢emo

joS jedan Clan: -
—Re {Efwf Zg{k)f—f!uk}
b=t

u (2.33). Ovim &lanom dominira: Z'“”

| zbog toga ima tranzijentnu prlrodu pod uslovom da je G(q)
stabilno.

U svakom slucCaju ( 2.33) nam kaze da je izlaz u ( 2.33 ) cCe
takodjer biti kosinus sa istom frekvencijom, ali sa amplitudom
pojaGanom sa 1G()| jsafaznim pomakom od areG(e™) 4,
radijana.
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Kompleksna funkcija

G(e'?). —T < w < 7 (2.36)

se zove frekventna funkcija sistema (2.6). Uobicajeno je da se
ova funkcija graficki prikaze kao loglGe™)| | argG(e'”)  crtana
naspremalog w u Bodeovu dijagramu.
Grafik od (2.36) u kompleksnoj ravni se naziva Nyquist plot. Ovi
koncepti su dobro poznati kod vremenski kontinualnih sistema,
ali se primjenjuju i za diskretne sisteme.

63

Created with novaPDF Printer (www.novaPDF.com). Please register to remove this message.



http://www.novapdf.com

3. SIMULACIJA | PREDIKCIJA

Opisi sistema koji su dati u prethodnom razmatranju, mogu se
koristiti za niz razliCitin problema dizajna koji se odnose na pravi
sistem koji se identificira i modelira. Osnovna ideja identifikacije
je da napor potroSen na razvo] modela sistema mora biti u
relaciji sa aplikacijom u kojoj Ce biti koriSten. Smatracemo da je
opis sistema dat sa:

y(t) = Glgu(t) + Hig)e(t) (3.1)

Simulacija

Osnovno koristenje opisa sistema je da se simulira njegov odziv
na razliCite ulazne scenarije. Ovo znacCi da jedna ulazna
sekvenca u” (1), t=1,2,..N , izabrana od strane korisnika, se
primjenjuje na (3.1) da se izraCuna neporemeceni izlaz:

Yy 1) = G(Qu*(t), 1t =1.2,....N (3.2) :
4
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Ovo je izlaz koji bi proizveo sistem kada ne bi bilo smetnji, prema
opisu (3.1). Da bi se evaluirao uticaj smetnji, generator slucajnih
brojeva ( u raCunaru) se koristi da proizvede sekvencu brojeva
e'(t), t=1,2,...N, koja se moze smatrati kao realizacija
stohastiCkog procesa bijelog Suma sa varijansom 1. Sada se
smetnja moze izraCunati kao:

v (1) = H(g)e (1) (3.3)

Predstavljajuci na pogodan nacin y'(t) i v*¢s) korisniku, moze se
formirati predstava odziva sistema na {u*(1)}.

Ovaj nacin eksperimentiranja sa modelom (3.1) umjesto sa
realnim , fizikalnim procesom da bi se evaluiralo njegovo
ponasanje pod razliCitim uslovima se Siroko koristi u inzenjerskoj
praksi. Naravno, modeli koji se koriste napr. u simulatorima leta |
simulatorima za trening oparatora za rad u nuklearnim
reaktorima su mnogo kompleksniji nego opis ( 3.1 ), ali je idej&ista
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Predikcija
Pocnimo ovo sa diskusijom kako buduce vrijednosti od v(t) se
mogu procjeniti u slu€aju koji je opisan sa:

~
v(r) = Higle(t) = Zh{k}e(f — k) (3.4)
—

Za (3.4) da bi imao smisla, predpostavljamo da je H stabilno, t
da:

N
Z (k)| < o (3.5)

k=1
Invertabilnost modela Suma
Krucijalna osobina (3.4) koju ¢emo nametnuti je da ona mora
biti invertabilna, tj. da ako v(s) , s<t, je poznato, tada ¢emo biti u
stanju da izraCunamo, e(t) kao :

o
e(t) = H(g)v(r) = Zﬁ[k}uu — k) (3.6)
k=0 i

66
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sa
Y )| <
k=0 |
gdje H(g) = H \(q)

Primjer : Proces sa pokretnom srednjom vrijednoscu
Predpostavimo da je :
v{t) = elt) +ce(t — 1) (3.12)
tj.
Hig) =1+ cqg™"

Ovaj proces je sa pokretnom srednjom vrijednosti reda 1.

MA(1). Dakle

I+
H:z) =14+c¢c:7' =

< 67
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Ima pol u z=0 i nulu u z=-c, Sto je unutar jedinicnog kruga, ako je
lel <1 Ako je tako , inverzni filter je odredjen sa

1 | o
H_ll J] = ——— = — E —_ A:_L
) H(z) 14 cz! (=)

a e(t) se moze izraCunati iz (3.12) kao

e(t) = Z{ vt — k)

k=0

Observeri

U mnogim sluCajevima kod teorije sistema i upravljanja, ne
radimo sa punim opisom osobina smetnji kao Sto je dato sa
(3.1). Umjesto toga, koristi se ‘deterministicki’ ili model bez Suma,

u obliku: # .
v(t) = Gig)u(r) (3.35) 68
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Opis (3.35) moze takodjer biti koristen za ‘raCunanje’, Ili
‘procjenu’ buducih vrijednosti izlaza. Nedostatak modela Suma,
Ipak, ostavlja nekoliko mogucnosti kako ovo moze biti uradjeno
na najbolji nacin. Pri tome je koncept observera kljuCan u ovim
izracunavanjima.

Primjer
Neka je : bz~

1 —az=

J (3.36)

x_.
G(z) = bZ(u}k"’:_k =
k=1

Ovo znaci da ulazno/izlazna relacija se moze predstaviti kao

y(1) = bZ(a)" Lt — k) (3.37)
k=1

bq_l

tj. ) —
J ¥(r) —

u(r)

. (1 —ag™Hy(t) = bg 'ur)
1l kao : 69
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¥ty —av(t — 1) = bu(r — 1) (3.38)

Sada ako nam je dat opis (3.35) | (3.36) zajedno sa podacima
y(s), u(s) , s< t-1, i ako zelimo da ‘procjenimo’ ili ‘izraCunamo’
koliko moze biti y(t), mozemo koristiti ili:

Pt =1 = b)Y (@ tutt - k) (3.39)
. k=1
i :
V(tlt — 1) = av(r — 1) + bu(t — 1) (3.40)

Sve dok su podaci | opis sistema korektni, nece biti razlike
izmedju (3.39) | (3.40), obadva izraza su ‘observeri’ odnosno
‘prediktori’ sistema. Izbor izmedju njinh bi bio izvrSen od strane
dizajnera na osnovu njihove ranjivosti na nesavrsenostima u™
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podacima ili opisima sistema. Naprimjer, ako ulazno/izlazni
podaci nedostaju prije vremena s=0, tada (3.39) trpi zbog greske
koja opada sa a! ( efekat pogresnih pocCetnih uslova ), dok (3.40)
je joS uvjek korekatan za t= 1. Sa druge strane, (3.39) nije
osjetljivo na greske mjerenja izlaza, dok takve greske se direktno
prenose na predikciju u (3.40).

71
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Model sistema je opis nekih njegovih osobina, pogodan za neku
namjenu. Model ne mora da bude istinski taCan opis sistema, da
bi sluzio svojoj namjeni. Identifikacija sistema je tehnika
konstrukcije i1 selekcije modela dinamickin sistema da bi sluzili
nekim namjenama. Kao Sto je ranije reCeno, prvi korak u
identifikaciji je odredjivanje klase modela unutar koje ¢emo traziti
najpogodniji model. U nastavku ovog poglavlja ¢emo diskutirati
takve klase modela za linearne vremenski invarijantne sisteme.
Linearni modeli i skupovi linearnih modela

Linearni vremenski invarijantni sistem je specificiran sa
impulsnim odzivom {gk))* spektrumom ®.(w) = i [H ()"
aditivne smetnje | moguce, | sa funkcijom gustine vjerovatnocCe
(PDF) od smetnje e(t). Kompletan model je time dat sa:

y(r) = Glglu(t) + H(gle(r)
4.1
£.(-), the PDF of e (4.1) )
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gdje:
Glg) = ) gkg™*.  H@ =1+ hkg™ (4.2)
k=1 k=1

Specifican model time korespondira sa specifikacijama tri
funkcije G, H 1 f, . Racionalne prenosne funkcije konacno
dimenzionalnog prostora stanja su tipiCni opisi koji ¢e se koristiti.
Takodjer , najcesce PDF f_, nije specificirana kao funkcija, nego
opisana u terminima nekoliko numerickin karakteristika, tipicno
prvog i drugog momenta.:

Ee(t) = f,l:_ff{.r'jd.ﬁ: =0

ES(r) = ].ﬁﬁ.mdx = i
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Takodjer je uobiCajeno da se predpostavi da e(t) je Gaussovski
sum, u kom slucaju PDF je u cjelosti specificirano sa (4.3).
Specifikacija (4.1) u cClanovima konacCnog broja numerickih
vrijednosti ili koeficijenata ima drugu vro vaznu posljedicu za
namjenu identifikacije sistema. Vrlo Cesto nije moguce odrediti
ove koeficijente a priori na osnovu znanja fizikalnih mehanizama
koji upravljaju ponasanjem sistema. Umjesto toga odredjivanje
svih ili dijela ovih koeficijenata treba biti ostavljeno procedurama
procjene. To znacCi da koeficijenti ulaze u model (4.1) kao
parametri koje treba odrediti. Mi cemo oznaciti u opstem slucaju
takve parametre sa vektorom q, tako da ¢e opis modela biti:

vit) = G(g.0)wu(t)y + H(g,0)el(r) (4.4a)
f.(x,8). the PDF of e(t); {e(r)} white noise (4.4b)
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Vektor parametara g tada ima opseg nad podskupom od R
gdje je d dimenzija od

6 € Dy C RY (4.5)

Primjetimo da (4.4) i (4.5) nisu viSe model, sada je to skup
modela. | sada je zadatak estimacione procedure da izabere
Clan skupa koji najbolje odgovara namjeni modela.

Koriste¢i  (3.20) mozemo izraCunati procjenu jedan korak
unaprijed za (4.4). Oznadimo tu procjenu sa  ¥(716) da
naglasimo njenu zavisnost od g . Dakle ima¢emo:

F16) = H (g, 8)G(q. () + [1 — H ' (g.6)|y@®)  (4.6)

Ova forma predikcije ne zavisi od f ( X, ). Mi ¢emo koristiti
termin prediktorski modeli za modele koji specificiraju G i H kao u
(4.4) ili u formi (4.6). Slicno, probabilistiCki modeli ¢e oznacCavati
opise (4.4) koji daju kompletnu karakterizaciju probablistickin’s
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osobina sistema. Parametrizirani set modela “ao (4.6) Ce se

nazivati struktura modela i bit ¢e oznacen sa ‘M . SpecifiCan
model pridruzen sa vrijednosCu parametara g bit ¢e oznacen sa
M(E)

U nastavku ¢emo pokazati razliCite nacCine opisivanja (4.4) u
Clanovima od q ( tj. razliCite nacCine parametrizacije skupa
modela).

Familija modela sa prenosnim funkcijama

NajocCigledniji naCin parametriziranja G | H je da se predstave
kao racionalne funkcije | da su parametri koeficijenti u brojniku |
nazivniku. Ovakve strukture modela su poznate kao modeli crne
kutije ( black-box models).

Struktura modela sa jednac¢inom greske

Najednostavnija relacija ulaz/izlaz se dobije ako se opise sa

linearnom diferentnom jednacCinom:
76
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Yyt ay(t = D+ -+ a, ¥ — ny)
= bu(t — 1)+ ... + byttt — np) + elt)

(4.7)

Posto Clan bijelog Suma e(t) ovdje ulazi kao direktna greska u
diferentnu jednacCinu, model (4.7) se Cesto zove model jednacine
greske (ili struktura ). Podesivi parametri su u ovom slucaju:

¢ =lay ar...a,, by...b, ]

Ako uvedemo: |

Alg) =T+ ag™ + - +a,qg ™

B(f}} = h]f}'_l 4+ o+ bﬂhq—nh
mi vidimo da (4.7) korespondira sa (4.4) preko

B{g) , ]
{ Hig.0) = — (4.9)

Glg.6) = _
4 Alg) Alg)
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Mi ¢emo takodjer zvati model (4.7) kao ARX model, gdje AR se
odnosi na autoregresioni dio A(Q)y(t) a X na eXtraulaz B(q)u(t).
U specijalnom slucaju kada je n, =0, y(tf) se modelira kao
konacni impulsni odziv (FIR). Tok signala se moze prikazati kao
na narednoj slici br. 4.1. Sa te slike vidimo da model (4.7) nije |
najprirodniji sa taCke gledista fizikalnosti predstaviljanja,
predpostavljeno je za bijeli Sum da prolazi kroz dinamiku
nazivnika sistema prije nego Sto je dodat na izlaz. Ipak, skup
modela jednacCine greske ima vrlo vaznu osobinu koja ga Cini
prvim izborom u mnogim aplikacijama: prediktor definira linearnu
regresiju. E

Y

1
A

Slika 4.1 ARX struktura modela u & \%
— 7 ¥

Figure 41 The ARX model structure.
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Linearne regresije
|lzraCunajmo prediktor za (4.7). Ubacujuci (4.9) u (4.6) daje:

Virlg) = Bilghu(r) + [1 — A{g}] vir) (4.10)

Bez koriStenja stohastiCkog okvira, prediktor (4.10) je prirodan
izbor ako Clan e(t) u (4.7) se smatra beznacajnim ili teSkim za

procjenu. Zbog toga je prirodno da radimo sa izrazom (4.10) i za
‘deterministiCke’ modele.
Uvedimo sada vektor :

glir) = [—vit — 1)... = vld —ngl ulr — 1) uil = m,}]r (4.11)
Sada (4.10) se moze napisati u obliku:
Seg) = 6Ty = ¢'ne (4.12)

Ovo je vazna osobina (4.7) tj. prediktor je skalarni proizvod
Izmedju poznatog vektora podataka ¥(t) | parametarskog Q.79
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Takav model se naziva linearna regresija u statistici, | vektor ¥(t)
se naziva regresionim vektorom.

U sluCaju da su neki koeficijenti polinoma A i B poznati, dolazimo
do linearne regresije u obliku:

V118 = '8 + uln) (4.13)

gdje m(t) je poznati Clan.
ARMAX struktura modela
Osnovni nedostatak sa jednostavnim modelom( 4.7 ) je
nepostojanje adekvatne slobode u opisivanju osobina cClana
smetnji. Mi bi mogli dodati ovu fleksibilnost time Sto bi opisali
jednaCinu greske sa pokretnom srednjom vrijednoscu i bijelim
Sumom. Ovo daie model:

Yo+ @yt = 1+ a ¥ = ng) = bt — 1) + -

+ by ult —np) + elt) + crelt = 1)+ + cp et = n.) (414)

>4 Clg) =1+acg '+ -+ cng ™ ®
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moze se sada pisati u obliku:
Algly(n) = Biqluit) + Cigleir) (4.15)
Sto jasno korespondira sa (4.4) gdje:

B
Gig.0) = ~——, Hig.8) = Clg)

416
Aq) Alq) (4.16)

gdje je sada:

0 = [a1...an, by by, cr...cn] (4.17)

U sklopu dijela pokretne srednje vrijednosti (MA) C(qg)e(t),
model (4.15) Ce se zvati ARMAX. ARMAX model je postao
standardni alat u upravljanju i za opis i dizajn sistema SAU.
Verzija sa forsiranom integracijom u opisu suma je ARIMA(X)
model ( | za integraciju, sa ili bez X varijable u). Ovaj] model je
koristan kod opisa sistema sa sporim smetnjama. Dobije se kada
se zamjeni y(t) 1 u(t) u (4.15) sa njihovim diferencijama, tj. 8!
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Aviry = xy{t)—yir—1)

Pseudolinearnaregresija
Prediktor za (4.15) se dobije ubacujuci (4.16) u (4.6). Ovo daje:

) Big) Alg)
A fr— I - ——— '{
vir|@) C‘q}um + [ Ciql:|'1l 1)
|k
Clg)vir|gy = Blghu(r) + [Clg) — Algy] xir) (4.18)

Ovo znacCi da se predikcija dobije filtriranjem u i y kroz filter sa
nazivnikom dinamike odredjene sa C(qg). Da bi startala u trenutku
t=0, potrebno je znanje:
Ve L v (= 4+ 1)
vl ...ovl—n" 4 1) n* = maxin.. ng)
Wiy ... ui—np + 1]

Ako ovi nisu raspolozivi , mogu se uzeti da su nule, u kojem
sluCaju predikcija se razlikuje od taCne za gresku koja opadasda
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m! gdje m je maksimalni iznos nula od C(z). Moguce je takodjer

startati rekurziju u trenutku max(n® ,n, ) i ukljuCiti nepoznate
poCetne uslove ¥(k|6). k =1..... n.. u vektor g.

Prediktor (4.18) se moze prepisati u formi analognoj sa (4.12)
kako slijedi:

Dodajuci [1 — C(g)]¥(r16) na obadvije strane (4.18) daje:
¥(1)8) = Blgyut) +[1 — A(@)] v(1) + [Clg) — [x(r) — ¥(|H] (4.19)

Uvedimo gresku predikcije:

£(1.0) = v(t) — ¥(1]8)
| vektor:

@(t.0) = [—y(r — D ... —=yr —ng) utt —1)...
ult — np) et — 1.68)...e(t — n{..b"}]"r (4.20)

Sada se (4.19) moZe pisati kao:
3t16) = o', 8)8 (4.21) 83

Created with novaPDF Printer (www.novaPDF.com). Please register to remove this message.



http://www.novapdf.com

MODELI LINEARNIH VREMENSKI INVARIJANTNIH SISTEMA

Primjetimo slichost sa linearnom regresijom (4.12). Jednacina
(4.21) za sebe nije linearna regresija, zbog nelinearnog efekta
od g u vektoru F¥({t,g ) . Zbog toga cemo je zvati

pseudolinearnom regresijom.

Druge strukture modela tipa jednac€ine greske

Umjesto da modeliramo jednacCinu greske u (4.7) kao pokretnu
srednju vrijednost, kao Sto smo uradili u (4.14), mozemo to
opisati | kao autoregresija. Ovo daje skup modela oblika:

Alg)vi(t) = Blgu(t) + e(1) (4.22)

Dig)
sa
DGy =1+diqg '+ - +d,,qg ™
koji se, saglasno prethodnoj terminologiji, moze zvati ARARX.
Opcenitije, mogli bi koristiti ARMA opis jednacCine greske, Sto b
nas dovelo do ARARMAX strukture. 84
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| Clg)
Alg)v(t)y = Blglu(f) + (1 423
g)y( g)ull) D(q)f’t ) (4.23)

koja sadrzi (4.7), (4.15) | (4.22) kao specijalne sluCajeve. Ovo Ce
formirati familiju skupa modela koji se odnose na modele sa
jednacinom greske, kako je to prikazano na narednoj slici 4.2.

;

I
e e B —hg_b ﬁll e Wt

Slika br. 4.2 Familija modela sa jednacCinom gresSke(4.23)

85
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Struktura modela sa izlaznom greskom
Opisane strukture modela sa jednacCinom greske, korespondiraju
sa opisima gdje prenosne funkcije G 1 H imaju polinom A kao
zajednicCki faktor u nazivnicima ( vidjeti sliku 4.2). Sa fizikalne
taCke gledista moze izgledati prirodnije da se parametriziraju ove
prenosne funkcije nezavisno.
Ako predpostavimo da relacija izmedju ulaza i neporemecenog
izlaza U’ se moze pisati kao linearna diferentna jednacina, | da
se smetnja sastoji od bijelog Suma mjerenja, onda ¢emo dobiti
slijedeci opis:

wit) + frw(r — 1)+ --- + S wdr = ny)

= bult — 1) + - + by ult — ny) (4.24a)

yit) = wir) + eir) (4.24b)
sa

Figh =1+ fig ' + -+ fa,q™™ .
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mozemo pisati ovaj model kao:

Big)
Fig)

Tok signala za ovaj] model je prikazan na slijedecoj slici 4.3

Slika 4.3 Stuktura modela izlazne greske

yiry = uit) 4+ elr) {4.25)

I
 —

i

Ovaj oblik (4.25) se naziva model izlazne greske ( output error-
OE). parametarski vektor kojeg treba odrediti je

6 =1by bybo fi oo furI' (4.26)

87
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Posto w(t) u (4.24) se nikad ne observira, treba nositi indeks q
jer se konstruise iz u koristenjem (4.24a). To jest:

wit, 6) + fwlr — L&)+ -+ fuwlt — ng 8)
= bl = 1)+ - + by u(t — np) {4.27)

Poredjenjem sa (4.4), nalazimo da Hig.¢) =1 | Sto daje prirodni

prediktor :
Big)

Fig)

yitlg) = u(t) = w(t, 8) (4.28)

Primjetimo da je ¥t  konstruirano samo od proSlih ulaza.
Pomocu vektora:

wlt.8) = [ult — 1)...ult —np) —w(t — 1,8 ... —w(t —ng )] (4.29)
OVO Se moze pisati kao:

F(218) = (1.6 (4.30) .
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Sto je u formalnoj saglasnosti sa ARMAX model prediktorom
(4.21). Primjetiomo da u (4.29) wir —1. g) nisu observabilni , al,
koridtenjem (4.28) se mogu izradunati wit - k.6) = (¢ - ki#), k= 1,2, TS

Box-Jenkins struktura modela

Prirodni razvo] modela izlazne greske (4.25) je da se dalje
modeliraju osobine izlazne greske. Opisuju¢i ovo kao ARMA
model dobice se -

1 Big) Clg)
YO = U + pese® (4.31)

Ovo je najprirodnija parametrizacija sa konacnim dimenzijama,
koja starta sa opisom (4.4), prenosne funkcije G I H su nezavisno
parametrizirane kao racionalne funkcije. Skup modela (4.31) je
bio sugerisan | razmatran od strane Box-a | Jenkins-a ( 1970).
Model takodjer daje familju modela sa izlaznom greskom. U
skladu sa (4.6), prediktor za (4.31) je 89
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D(q)B(q) Clg) — Dig)
.- 43
CaFg T ey W (4.32)

;

Slika br. 4.4 BJ struktura modela (4.31)
OpsSta familija struktura modela
Strukture koje su diskutirane do sada mogu dati 32 skupa
modela, zavisno od toga koji od pet polinoma A,B,C,D i F se
koristi. Neki od ovih skupova modela pripadaju onim koji se
najCesSce koriste u praksi. Zbog pogodnosti, mi ¢emo uvesti p°

yvirg)y =

ey
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generaliziranu strukturu modela:

o _ B@) Clq)
Alglvir) = —F[q]u{r] - —ﬂ{q]e[r} (4.33)
Ponekada dinamika od u na y sadrzi kasnjenje od n, samplova,

tako da su neki prednji koeficijenti od B nule, tj.

Blg) =bug ™ +bpaig ™ oAby g T =g TN B(g). by, # U
Tada je dobra ideja da se eksplicitno prikaze ovo kasnjenje sa.

Big) C
Do+ £ (4.34)

Alglvir) = g™
{ghvir) g Fiq) Diq)

Struktura (4.33) je IsuviSe opSta za vecinu prakticnih primjena.
Jedan |i vise od pet polinoma bi se obi¢cno fiksirao na 1 u
prakticnim aplikacijama. Medjutim razvijajuci algoritme i rezultate
za (4.33), mi takodjer pokrivamo i sve specijalne sluCajeve 9
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koji odgovaraju realistiCnijim skupovima modela.
1z (4.6) mi znamo da je prediktor za (4.33):

Fr8) = (4.35)

D(q}ﬂ[q}lum N [] B Dl[qml[qijl Vo)
ClgFig) Cig)

NajCeSci specijalni slucajevi su sumarno prikazani u narednoj tabeli.

Polinomi koji se koriste u (4.33) Ime strukture modela
B FIR
AB ARX
ABC ARMAX
AC ARMA
ABD ARARX
ABCD ARARMAX
BF OE( IZLAZNA GRESKA )
BFCD BJ( Box-Jenkins)

92
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Modeli crne kutije sa kontinualnim vremenom
Opis linearnog sistema se moze takodjer parametrizirati po
Clanovima prenosne funkcije kontinualnog vremena (2.22):

v = Gelp, Bulr) {4.49)

PodeSanja za observirane uzorkovane podatke se mogu postici
Il rjeSavanjem diferencijalnih jednacina, ili primjenjujuci egzaktnu
Il aproksimativnu poceduru uzorkovanja (2.24). Model (4.49) se
takodjer moze fitovati I u frekventnom domenu sa Fourier
transformisanim ulazno/izlaznim podacima ogranicenog
propusnog opsega.

Sistem prvog reda sa vremenskim kasnjenjem:

Ke T
(st + 1)
se cCesto koristi u industrijskim aplikacijama. Ortonormalna
funkcija serijske ekspanzije: 93

G(s.8) = 8 =[K.t..1)0 (4.503
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=1
Gels. ) = Y acfils). 8 = [ap.-.ag] (4.51)

k=)

se Cesto koristila u proslosti. Kao i kod modela sa diskretnim
vremenom, Laguerre-ovi polinomi su dobar izbor:

gdje je a faktor vremenskog sklaliranja.

Multivarijabilni slu€aj: Opisi sa matriénim frakcijama
Posmatrajmo sada sluCaj gdje je ulaz u(t) m-dimenzionalni
vektor a izlaz y(t) je p-dimenzionalni vektor. VecCina ideja koje su

do sada opisane imaju | svoje multivarijabilne verzije.

Najednostavniji sluCaj je generalizacija skupa modela jednacCine
greske (4.7). Bice

V) At = 1)+ - 4 Ay VI — nyd
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gdje A, su p X p matrice a B, su p x m matrice.
Analogno (4.9) mozemo uvesti polinome:

Alg) =T+ &g~ + -+ Ang™™
(4.53)

Big) = Big™"+- -+ Byg ™

Ovo su sada matricni polinomi po g! Sto znacdi da A(Q) je
matrica Ciji ulazi su polinomi po g . Sistem je sada dat sa:
_ vit)y = Gig. ity + Hig.8)elr) {4.54)
|

Gilg,®) = A '(q)Blq). Hig.&) = A7 (g) (4.55)
Inverzna vrijednost A1 (q) matricnog polinoma je interpolirana i
izraCunata na direkatan nacin. G(g,q) ¢Ce biti p x m matrica Ciji
ulazi su racionalne funkcije od q? (ili q). Faktorizacija po ova
dva matriCna polinoma se zove opis matricne frakcije ( MFD).

Jos nismo diskutovali parametrizaciju (4.52) ( tj. koji elementi od
matrica trebaju biti ukljuceni u vektor parametara (q). 95
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Moze se odmah primjetitt jedan analog izrazu (4.8),
predpostavimo da su svi matricni ulazi u (4.52),( ukupno
na-p*+ny-p-m) ukljuenihu g. Tada mozemo definirati
[ng - p+np-m]x p matricu:

6= [Aids Ay BB, (4.56)

| [n.-p+=-ml- dimenzionalni vektor kolonu:

T —v{r =1} 7

=¥t — ng) .
— 457
wlr) ait — 1) (4.57)

ult — np)

da piSemo (4.52) u obliku:

vit) = 8 @) + e(r) (4.58) %
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U svjetlu razliCitih mogucnosti za SISO sisteme, jednostavno je
vizuelizirati niz varijanti za MIMO sluCaj, kao napr. vektorska

diferentna jednacina:
e+ Aypvie =1y + -0+ An, Vit — 1)

= Bt — 1)+ -+ + B, u{r — ng)
+ eir) + Cielt — 13 4+ .0 Co elt — n.) {4.60a)
i :
Glg.8) = A '(q)Big). Hig. o)y = A %q)Ciq) (4.60b)
koja je prirodno prosirenje za ARMAX model. Multivarijabilni
Box-Jenkins model ima oblik:

Glg.0) = F l(g)B(g).  Hig.#) = D™ (q)C(g) (4.61)

Modeli u prostoru stanja ( state-space models)

U formi prostora stanja relacija izmedju ulaza, Suma, 1 izlaznih
signala se pise kao sistem diferencijalnih ili diferentnih jednacina
prvog reda koristeci vektor stanja x(t). o7
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Ovaj opis linearnih dinamickih sistema je bio prilicno dominantan
nakon Kalmanovog rada (1960) o predikcyi 1 linearnom
kvadraticChom upravljanju. U ovom pristupu identifikaciji sistema
sagledavanje | uvid u fizikalne mehanizme sistema moze se
lakSe inkorporirati u modele u prostoru stanja, nego u modele
koji su do sada opisivani.

Modeli kontinualnog vremena sa fizi€Ckim uvidom u sistem

Za vecinu fizikalnih sistema je lakSe konstruisati modele sa fizikalnim uvidom
u sistem u kontinualnom vremenu nego u diskrethom vremenu, posto mnogi
zakoni fizike ( Newton-ov zakon kretanja, jednacine elektricnih kola) su u

kontinualnom vremenu.
To znaCi da ¢e modeliranje ovakvih sistema najCeSce voditi do opisa u obliku.

- = = —— = raarxaa

xir) = F{f)xit) + Gidwuir) {4.62)

gdje su F i G matrice odgovarajucih dimenzija (nxnin x m)za
n-dimenzionalni vektor stanja i m-dimenzionalni ulaz. o8
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g je vektor parametara koji obi¢no korespondira sa
nepoznatim vrijednostima fizikalnih koeficijenata, materijalnim

konstantama, i slicno.

Modeliranje se obi¢no provodi u terminima varijabli stanja x, koje
Imaju fizikalno znacenje ( pozicije, brzine, itd.) 1 sa mijerljivim
izlazima Kkoji su poznate kombinacije stanja. Neka su 7)(t)
mjerenja koja bi se dobila sa idealnih senzora bez Suma:

nir) = Hx(r) (4.63)
Koristeci p kao diferencijalni operator (4.62) se moze pisati kao:
[Pl — Fig)|xit) = Gioulr)
Sto znaci da prenosni operatorsauna 7 u (4.63) je:

ity = Gelp, Hmir)
G.Ap. &y = Hlpl — Fi ™ G# (4.64) 99
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Dobili smo model prenosne funkcije sa kontinualnim vremenom,
kao 1 (2.22) koji je parametriziran po clanovima fizikalnih
koeficijenata.

U relanim mjerenjima dobije se jedna verzija 7(t) koja je
optereCena Ssumom, Sto je rezultat i nesavrSenosti mjerenja kao |
efekata smetnji.

Neka su mjerenja uzorkovana u trenutcima t=kT, k=1,2,..., | efekt
smetnji u ovi trenutcima vremena suvr k7). Tada mjereni izlaz je:

vikTy = Hx(kT) + velkT) = Goip, Fluit) + vy (kT) (4.65]

Sampliranje prenosne funkcije
Predpostavimo da je ulaz konstantan unutar intervala
uzorkovania T:

uit) = wg = uikl). kT =t = (k + 13T (4.66)
Tada diferencijalna jednacCina (4.62) se moze lako rijesSiti od
t=kT do t=kT+T, dajuci: 100
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kT + T) = Ap(@)x(kT) + Br(#)ulkT) (4.67)
gdje:
Ap(f) = em'®7 (4.68a)
r
Br(8) = f et TG dr (4.68b)
=0

UvodeCi g za pomak unaprijed od T vremenskih jedinica,
mozemo pisati (4.67) kao:

gl — Ay (B)|x(kT) = Br(8)uikT) (4.69)

i :
nkT) = Grig. O u(kT) (4.70)
Grig.8) = Hlgl — Ar(8)]”" Br(#) (4.71)

Dakle (4.65) se moze ekvivalentno opisati u formi uzorkovanih
podataka ( sampled-data) kao:

vit) = Grig. fult) + vrir), 1= T.2T.3T.... (472 101
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Primjer istosmjernog motora

U ovom primjeru ¢emo analizirati fizikalni proces, gdje imamo
neki uvid u dinamiCke osobine sistema. Posmatrajmo istosmjerni
(dc) motor koji je prikazan na slici 4.5 sa blok dijagramom na slici
4.6. Ulaz u sistem je napon koji je primjenjen na motor u, a izlaz
je ugaona pozicija osovine motora 7, . Relacija izmedju narinutog
napona u | rezultirajuce struje I u rotorskom kolu je data

relacijom: -
Uty = Rai(t) + L, d:!”

+ 5(t) (4.73)

gdje je s(t) kontra elektromotorna sila | predstavlja interakciju
mehanickog podsistema na mehanicki tj. posljedica je rotacije
armaturnog kruga u magnetnom polju statorskog namotaja:

d
sty = k,—
( ﬂ,rrﬂr}

Struja i proizvodi obrtni momenat:

To(r) = k, - i(1) 102
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na osovini motora, na koji takodjer utice | momenat opterecenja
T, (t). Newton-ov zakon ravnoteze sila ( momenata ) daje:

d* d
JEI_:”E” = Talr)y — Telry — j;;n{r} (4.74)

gdje je J-moment inercije a f predstavlja viskozno trenje.

Slika br. 4.5 DC motor Slika br. 4.6 Blok dijagram DC motora

Predpostavljaju¢i da mozemo zanemariti induktansu armaturnog
kola , L, —O. prethodnu jednacCinu mozemo pisati u prostoru

stanja kao: 103
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d 0 1 ] { _
- —_ Tiir) 4.75
d;'”” [ﬂ —1;r]'“” + [ﬁfr}“m + [}f’fr] i1 { j

) GENE x(t)
sa: nwr =[1 o]«
nirs
¥y =
L)
JR{I ""-rl ] Rﬂ
T= 0 B Vi TR ik
fR,I + kﬂl‘."r ,{Rﬂ + "'I’l'ki' ) fRﬂ + LUA.J-

Predpostavimo sada da je momenat opterecenja T, =0. Da bi
odredili dinamiku motora, primjeniCemo konstantan po
segmentima ulaz, i uzorkovati izlaz, sa intervalom uzorkovanja T.
Jednacina stanja (4.75) se sada moze opisati sa:

it + T) = Ap(8)ixit) + Br(8u(r) (4.76)
gdje: g — [r]
A
| u skladu sa (4.68): 104
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1 r(1 — e TiTy _ Blre 7T — 1 4+ T)
= ) .TT"
Ar(f) [ﬂ T } Br () [ Bt — e-Tit) ] (4.77)

Takodjer, predpostavimo da je y(t), stvarno mjerenje ugla 7 (t)
koje je realizovano sa areSkom v(t):

vit) = nlt) + vir) (4.78)
Ova greska je uglavnhom prouzrokovana ogranicenom tacnosScu
potenciometarskog davaca koji mjeri ugaonu poziciju rotora, |
moze se opisati kao sekvenca nezavisnih sluc¢ajnih varijabli, sa
nultom srednjom vrijednoScu i poznatom varijansom R, ( koja se

moze izracunati iz greSke zaokruzivanja mjerenja). Imamo sada

model:
vit) = Gylg. Dweir) + vir)

gdje je v(t), bijeli Sum. Prirodni prediktor je dakle:

L

ey = Grig.fmir) = [1 0)[gl — Ar(8)]”" Brd)uir) (4.79)
105
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Ovaj prediktor je parametriziran koriste¢i samo dva parametra (5 i
7. Primjetimo da ako koristimo fizikalnu sliku zakljuCicemo da je
sistem drugog reda i da ¢emo koristiti napr. ARX ili OE model
drugog reda, koji sadrzi 4 podesiva parametra.
Kao Sto ¢emo kasnije vidjeti, koristeCi manji broj parametara ima
neke pozitivne efekte na proceduru procjene parametara,
varijansa procjenjenih parametara ¢e opadati. Medjutim, cijena
ovoga nije beznacajna. Prediktor (4.79) je mnogo komplikovanija
funkcija sa dva parametra, nego odgovarajucl ARX ili OE model
sa svoja 4 parametra.
JednaCine (4.67) 1 (4.65) predstavljaju standardni model u
prostoru stanja u diskretnom vremenu. Radi pojednostavljenja,
mi ¢emo najcesCe uzimati da je T=1, | izostaviti odgovarajuce
iIndekse. Mi takodjer uvodimo arbitrarnu parametrizaciju matrice
koja povezuje x i1 7 : H= C(q). Mi cemo sada imati:

106
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xit + 1)y = A(f)xi(t) + Bl i) {4.80a)
vir) = C(Hixtt)y 4+ vir) {4.80b)
Sto odgovara:
vir)y = Glg. @lue(r) + vir) (4.81)
Gig.#y = Ci8) [gf — A{g)] " B(g) (4.82)

Predstava Suma i vremenski invarijantan Kalmanov filter
U izrazu (4.80) i (4.81) mi mozemo nadalje modelirati osobine
Clana Ssuma {v(t)}. Direktan pristup bi bio da formuliramo model

Suma u obliku: |
vit) = Hig.&)elr) (4.83)

sa {e(t)} kao bijelim Sumom i varijansom sumall . q parametri
u H(g,g) mogu biti djelomi¢cno u zajednici sa onim u G(q,q) ili
model parametri dodathog Suma. Za opise u prostoru stanja,
cesce se razdvaja Clan Suma v(t) u doprinose od Suma mjerenja
Vv(t) I procesnog Suma w(t) koji djeluje na varijable stanja, tako

Created with novaPDF Printer (www.novaPDF.com). Please register to remove this message.



http://www.novapdf.com

MODELI LINEARNIH VREMENSKI INVARIJANTNIH SISTEMA
da se (4.80) moze pisati kao:

xit 4+ 1) = A(@x(r) + B(8ulr) 4+ wir)
vit) = C{O)x(t) + wir)

(4.54)

Ovdje {v(t)} 1| {w(t)} se predpostavljaju da su sekvence od
nezavisnih slucajnih varijabli sa nultom srednjom vrijednoscu |
kovarijansama-

Ew(t)w'(t) = Ri(&)

Evitiv’ (1) = Ro(8) (4.85)

Ew(tyv'(t) = R2(8)
Smetnje w(t) i v(t) mogu Cesto biti signali Cije fizikalno porjeklo je
poznato. U prethodnom primjeru varijacije momenta opterecenja
T, (t) su bile ‘procesni Sum’, dok netacnost potenciometra koji je

mjerio ugaoni polozaj rotorske osovine v(t) je bio smatran kao
‘mjerni Sum’. U takvim slucCajevima, nije uvjek realistiCno pre#po-
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staviti da su ovi signali bijeli Sum.

Pogledajmo sada problem procjene y(t) u (4.84). Ovaj opis
prostora stanja je onaj na koji se moze primjeniti i kalmanov filter.
Uslovno ocekivanje za y(t), dato sa y(s), u(s), s< 1, ( tj. od minus

beskonacno do trenutka t-1), je dato sa, pod uslovom da su v iw
Gaussovski procesi:

R+ 1.0) = A@E(.0) + B + K6)[v(1) — CE(1,8)]
Hrl8) = C(E(. 0) (4.86)

ovdje K( Q) je dato sa:
K(8) = [A@P@CT8)+ R [COIPEICT8) + R.(6)] " (4.87a)

gdje P se dobije kao pozitivno semidefinitno rjeSenje
stacionarne Riccatijeve jednacine:

Pie) = A@PEIATE) + R(8) — [A@VPEICT(0) + Ria(6)]

x [COPEICTO)+ RO [AOIPEICT )+ Ry2(8)]" (4.87b) 105

Created with novaPDF Printer (www.novaPDF.com). Please register to remove this message.



http://www.novapdf.com

MODELI LINEARNIH VREMENSKI INVARIJANTNIH SISTEMA

Prediktorski filter se sada moze pisati u obliku:
M) = Cid) gl — A(B)Y + Ki&H1C()] ! Bl u(r)

+ Cig) gl — A(?) + K@@ " K@)y (4.88)
Matrica F je kovarijantna matrica vektora procjene stanja.

P(8) = E[x(t) - x(t,0)][x(r) — 2(r,0)]" (4.89)

Inovaciona predstava
Predikciona greska:

ity = ClE)x(r. &) = Clo)[x(t) — X2, 8)] + vin) (4.90)

u (4.86) se odnosi na onaj dio y(t) koji ne moze biti procjenjen iz
proslih vrijednosti :'inovacija’.
Oznacavajuc¢i ovu veliCinu sa e(t) kao i1 u (3.25), nalazimo da
(4.86) se moze pisati u obliku:

x(t + 1,8) = A(B)x(i,0) + Bi&wir) + Ki(f)e(r)

A {(4.91a) 110
yiry = C(@)xit, 8) + elr)
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Kovarijansa od e(t) se moze odrediti iz (4.90) a (4.89):

Ee(t)e'(t) = A(B) = CEOVPHICTIH) + Ry (4.91b)

Posto se e(t) pojavljuje eksplicitno, ova predstava je poznata
kao ‘inovaciona forma’ opisa u prostoru stanja. KoristeCi operator
pomaka g, mozemo je pisati u obliku:

vir) = Gig, Buit) + Hig,8)e(r) (4.92a)
Gig. 8y = Ci# [g] — A8 B(@)

(4.92h)
Hig.8) = Cit) g — A(®)] ' K& + I

pokazuju¢i svoju vezu sa opstim modelom (4.4) | direktnim
modeliranjem v(t) kao u (4.83).

111
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