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3.3 ANALITICKI JACOBIAN

Ako su polozaj 1 orijentacija vrha manipulatora zadani u obliku minimalnog broja parametara u
operacijskom prostoru, prirodno je upitati se da li je moguce racunati Jacobian deriviranjem funkcije
direktne kinematike s obzirom na varijable zglobova. U tu svrhu koristi se analiticka metoda racunanja
Jacobiana.

Translacijska (linearna) brzina vrha manipulatora moze se izraziti preko vremenske derivacije vektora
polozaja vrha manipulatora p u odnosu na ishodiste koordinatnog sistema baze, tj.

. 0p . .
=—q=J . 3.14
p aqq »(@)4 ( )

Minimalni prikaz orijentacije je izraZzen u obliku tri variable ¢ = [(0,19,!//]T. Vremenska derivacija
funkcije @(q) daje drugu komponentu analitickog Jacobiana J,(q):

. 0 . .
=96=3 3.15
¢ o (@), (3.15)
tako da je analiticki Jacobian oblika:
J,(0)
J = . 3.16
(@ { . (q)} (3.16)

Racunanje Jacobiana J,(q) kao O¢/0q nije jednostavno, budu¢i da funkcija ¢(q) nije uvijek dostupna

u direktnoj formi, ali zahtijeva raCunanje elemenata relativne matrice rotacija. Takoler, vazno je
napomenuti da se derivacija ¢(q)razlikuje od vektora ugaone brzine definiranog kod geometrijskog

Jacobiana.
Na temelju gornjih premisa, jednadzba diferencijalne kinematike se dobiva preko derivacije direktne
kinematicke jednadzbe:

P (I, .
=|.|= =J, , 3.17
o[- 0=, on o
gdje je analiticki Jacobian :
J.(@)= —aka(q) : (3.18)
q

Prema tome, analiticki Jacobian se razlikuje od geometrijskog jer ugaona brzina vrha manipulatora @
s obzirom na koordinatni sistem baze nije data sa ¢.

Racunanje dijela analitiCkog Jacobiana koji se odnosi na orijentaciju J,(q) osniva se na minimalnom
prikazu orijentacije pomoc¢u Eulerovih uglova. Eulerovi uglovi formiraju minimalni prikaz orijentacije

dobivene kompozicijom elementarnih rotacija izrazenih u odnosu na osi tekucih koordinatnih sistema.
Neka je (¢,%,y)zadani skup Eulerovih uglova. Ukupna rotacija je opisana kompozicijom slijedecih

elementarnih rotacija (SI. 3.1):
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- Rotacija referentnog koordinatnog sistema za ugao ¢ oko osi z, §to je opisano matricom R_(¢).
- Rotacija dobivenog koordinatnog sistema za ugao ¢ oko osi )', §to je opisano matricom
R (9).

- Rotacija tekuceg koordinatnog sistema za ugao y oko osi z”, §to je opisano matricom R..(y).

Slika 3.1. Prikaz Eulerovih uglova.

Navedene matrice su oblika:

c, =S, c, O Sg ¢, -3, 0
R.(@)=|s, ¢, 0 R,(&=| 0 1 0 R.w)=|s, ¢, 0
0 0 1 sg 0 ¢ 0 0 1

Budu¢i da se rezultat dobiva kompozicijom rotacija oko tekucih koordinatnih sistema, slijedi da se
mnozenje matrica vrsi sukcesivno zdesna, tj.

C,CsC, —S,8, —C,CyS, —S5,C,  C,S,
Ro = RADR (PR (W) =| 5,50, +¢,5,  —5,645,+C,C, 5,5 |. (3.19)
—S4C, S, Cg

Korisno je rijesiti inverzni problem, tj. odrediti skup Eulerovih uglova koji odgovaraju zadanoj matrici
rotacije:

R=|r, nr, nrnl. (3.20)

Mr.sc. Jasmin Velagi¢, dipl.inz.el. Laboratorija za Robotiku i autonomne sisteme



Diferencijalna kinematika 1 statika 58

Usporedbom navedenih matrica dobiva se rjeSenje, uz pretpostavku da vrijedi 7, #01ir, #0:

@ = Atan2(r,;, 1)

9= Atan2(\Jr3 +15,753) 0<9<r. (3-21)
y = Atan2(ry,, 1)

Ako se izabere — 7 <3 <0, tada je rjeSenje:

@ = Atan2(-ry;,—1;5)

9 = Atan2(—73 + 755 ,753) -r<89<0. (3-22)
y = Atan2(-ry,,73,)

Oba rjeSenja se degeneriraju za s, =0, jer se u tom sluaju moze odrediti samo suma ¢+, a nije
moguce derivirati svaki od njih pojedinacno. Zaista, ako je $=0,7, uzastopne rotacije za uglove
@1y obavljaju se oko osi tekucih koordinatnih sistema koji su paralelni, tako da se dobiva jednaka
raspodjela s obzirom na rotaciju, tj. prva i treca rotacija se vrse oko iste ose.

Primjer 1. Trosegmentna planarana ruka

Matrica homogene transformacije trosegmentne planarne strukture jednaka je:

Cio3 —S13 0 a,C, +a,Cp) +a5C),;
T30 (@) = 5183 c12(; 0 1 a8, +a,s), :)‘ a3853 (3.23)
0 0 0 1

Geometrijska graja planarne ruke sugerira da je polozaj vrha manipulatora odrejen sa dvije koordinate
p. 1 p,, dok je orijentacija odrelena uglom kojeg vrh manipulatora zatvara sa koordinatnom osi x; .

Prema tome komponente vektora polozaja vrha manipulatora i orijentacije dani su izrazima:

P, = 4,¢,+a,Cp, a5,
Py =48, T 4,8, Ta58,,;5 -

p=9+%+39

Parcijalne derivacije navedenih komponenti s obzirom na varijable zglobova racunaju se na slijedeci
nacin:
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op op op
J, =% =—as —a,s,, —a,s J,,=—2=ac +a,c,, +a.c J,=—=1
11 6191 171 2712 37123 21 '91 1~1 2¥12 3%¥123 31 8191
op p op
=2t — 45 . —a.s J,=—2Y=ac, +a.c J, =——=1
12 6192 2712 34123 22 6192 2¥12 3¥123 32 6192
0 0 0
Ji3 = P - —a3S8)3 Jy = Py = a5C 53 33 22 1
0, o4 09,
Analiti¢ki Jacobian trosegmentne planarne ruke ima oblik:
J TS, T AyS;, T3S T AyS); T3Sy — 43853
P
J= |:J j| =| @6 +a,C, +a,C, a,Cp, +a,Cy, a;Cy3 (324)
¢
1 1 1

Vidi se da su elementi Jacobieve matrice sloZena, nelinearna funkcija karakteristicnih dimenzija robota

1 1znosa upravljanih varijabli, tj. polozaja robota.

Primjer 2. Antropomorfna ruka

Matrica prijelaza stanja antropomorfne ruke ima oblik:

il —CSy3 S ¢(a,¢, + aseys)
TO(q) = $1Cx3 =85y —¢  8(a,0,+a50y)
;(Q) = )
Sx3 Cx a,8, + 3553
0 0 0 1
iz koje direktno slijedi vektor polozaja:
Py ¢ (a,¢, + aseyy)
P=|p,|=|s(a, +ax,;) |

D. a,8, + 35,3

(3.25)

Parcijalne derivacije komponenti vektora polozaja u odnosu na varijable zglobova (upravljane

varijable) dobivaju se na slijede¢i nacin:

op, op
i = 08 = =85)(ay¢, + ascy) S = 619; = ¢,(ayc, + aycy;)
ap'c 6pv
L= 892 =—¢,(a,s, +a;5,;) g, = 832 = —s,(a,8, +a;5,,) Iy =
op, op
Ji3 = 28, = —a3C8y Iy = 8_32 = —a38,5y Jy3 =
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Dio analitickog Jacobiana koji se odnosi na polozaj ima oblik:

—s5,(ayc, +ascy3) —c(ays, +a,5,3) 368y
(@) =| —s,(ayc, +ascy3) —51(ays, +a;8,3) 438183 |- (3.26)
0 a,C, +a5Cy4 a3Cp3

Drugi dio analiti¢kog Jacobiana koji se odnosi na orijentaciju raCuna se na temelju poznavanja
Eulerovih uglova. Eulerovi uglovi se ra¢unaju na osnovu izraza (3-21) kako sliedi:

@ = Atan2(r,;,1,;) = Atan2(—c,,s,) =4

9 = Atan2(\[r2 + 12 ,1,) = Atan2(y/s> + (=c,),0) = Atan2(1,0) = % 0<9<r

v = Atan2(r,,,—1;,) = Atan2(c,;,—S,;) =% + %

Elementi matrice J,(q)dobivaju se racunanjem parcijalnih derivacija Eulerovih uglova u odnosu na

varijable pojedinih zglobova:

']41:6_(0:1 J51:ﬁ:0 J6l:5_l//:0
09, 09, 09,
J,=22 _ L I, =Y
0%, 0%, 04,
J43:a_¢:0 Jszzﬁzo Jszza_wzl
0, 09, 09,
UvrStavanjem dobivenih vrijednosti J,(q) postaje
1 0
J,(@)=10 0 0 |. (3.27)
0 1 1
Konacno, cjelokupna matrica Jacobiana ima oblik:
- 8,(a,C; +a5¢y;) —¢,(a,8, + a;5,3) — 365,53 |
—s,(a,¢, +a;c,3) —5,(a,8, + a;5,3) — 3553
3, = J,(Q) _ 0 a,c, + a,C,, a;Cyy . (3.28)
J,(@) 1 0 0
0 0 0
I 0 1 1]
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Primjer 3. Cetverosegmentni manipulator sferne strukture

Matrica prijelaza stanja manipulatora sferne strukture jednaka je:

CiCoy =5 ¢Sy als,(b+dy)+s,,0,]-s/,
-|-4o _ $1C4 ¢ 518y S, (L+dy)+s,,0,]-c¢l, (3.29)
Sy 0 Coy4 L+c,(li+dy)+e,l,
0 0 0 1

vektor polozaja p 1 Eulerovi uglovi iznose:

Dy als, (L +dy)+s,,0,]1-s1,
p=|p,|=| s, +dy)+s,,0]-cl, |, (3.30)
p. L +c,(l,+dy)+c,l,

@ = Atan2(r,,, ;) = Atan2(s,s,,,c,s,,) = Atan2(s,,¢,) = 8
4 = Atan2(y s+ T5aTy) = Atanz(\/(c1sz4)2 +(51554)75C54)

= Atan2 (/(c] +5,)s3,,Cp,) = Atan2 (s,,,¢,,) =% + 4, 0<9<r7
y = Atan2(ry,,—r;,) = Atan2(0,s,,) = Atan2(0) = 0

Iz dobivenih uglova se vidi da se jedino poniranje (ugao ) moze proizvoljno zadati kombinacijom
upravljanih koordinata 9, 1.9,, skretanje je ve¢ definirano sa 9 , a valjanje je uvijek 0. Stoga se moze

pisati da je vektor vanjskih koordinata za zadani robot jednak: r =[p, p, p. 91" .

Elementi Jacobieve matrice su:

ap, p
Jin = 8[1)9 ==y —518,(l; + d3) = 51520y = —p, Sy = 819y =—si, +as,(L +dy) + 15l = P,
1 |
ap op
J,=—2=cc,(l,+d;)+cc,l Iy =—2L =50, +d,)+ 5,04l
12 08, 16l +dy) +cieply 2 09, 16l +dy) + 5100l
P, op,
13_6d3 =65 23_8d)3 = 515,
op, op,
34 = 23, = CiCly 24 = &9; = 81Coly
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J3l=%=o J41=§—:§]=0
J, = ngz =—s,(L +d,) - 5,1, J,, =§—i:1
33:%262 J43=§—j3=
34=2L;;=—s2414 J44=§—;=1

Matrica Jacobiana je:

—oh=ssy(Gb+dy)=sisuly oo (b+d)+ecl, o8, oo,

3.(q) = =5l +es,(L+dy)vesyl,  sie(l+dy)+sc,l, $18,  81Cl, (3.32)
’ 0 —8,(l+dy) = sy, ) =Sl .
0 1 0 1

Primjer 4. Stanford manipulator
Matrica prijelaza stanja (homogene transformacije) Stanford manipulatora dana je izrazima (2.12) 1

(2.13). Vektor polozaj manipulatora je:

0,8,d; —8,d, + (¢, (c,¢,55 = 5,¢5) — 5,8,55)d g
P(Q) =| 5,5,d; +¢d, +(5,(c,¢,85 +5,65) +¢15,85)d |- (3.33)

C,d;y +(=5,¢,85 +¢,¢5)d,g

Elementi matrice J () racunaju se na slijedec¢i nacin:

g op,
Jy = % = _S1S2d3 - cldz - ds (01S4S5 +5,6,6,85 + Slszcs) Iy = 5 = 01S2d3 - Sldz + ds (CICZC4S5 +C,5,65 — S1S4S5)
1 1
ap. P,
J, = Y cc,d, +cdy(c,cs —s,c,55) J,, = ? =5,6,d, +5,d,(c,cs —5,0,5)
2 2
op, p,
= 8d‘3 =c,s, Jy = ('501; =58,
op, op,
J, = g =—s,d,(s,c, +¢,c,8,) J, = ﬁ =s.d(c,c, —5,C,8,)
4 4
op, op,
Jis :ﬁ =d(¢,¢,¢4¢5 = 5,5,C5 = C,5,55) S = 6n9y = ~delais, s+ nec)
5 5
0
sz%:o J. =Ly
o9, 0
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Eulerovi uglovi iznose:

gdje su:

Q= Atanz(r23 > ’13)

9= Atan2(\/r: + 715 ,733) 0<9<r (3.34)
y = Atan2(ry,,—r,,)

By = €(€,0,85 +5,C5) = 5,5,55
Py = 8,(€2€,85 + 5,65) +€,8,55
= = 8,(0405C6 = 8,86) = €,85C -
Py = 8,(C4C586 + 8,64) + C,858

Ty = —8,C,85 + C,Cs
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