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3. DIFERENCIJALNA KINEMATIKA

3.1UvOD

U prethodnom poglavlju su razmatrane jednadzbe direktne i inverzne kinematike koje povezuju
varijable zglobova (unutrasnje, upravljane koordinate) sa pozicijom i orijentacijom vrha manipulatora
(vanjske koordinate). Medutim, ¢esto je potrebno poznavati ne samo polozaj robota, ve¢ i njegovu
brzinu u prostoru vanjskih koordinata. Brzina robota naj¢es¢e se mjeri indirektno, mjerenjem brzina
upravljanih koordinata. Poznavaju¢i geometriju robota, njegov polozaj i brzinu svake upravljane
koordinate, brzina vrha manipulatora moze se izracunati. Diferencijalna kinematika ima za cilj naci
ovisnost brzine zgloba u odnosu na odgovaraju¢u linearnu i ugaonu brzinu vrha manipulatora. Kao
rezultat nastaje matrica, poznata pod nazivom geometrijski Jacobian, koja ovisi o strukturi
manipulatora. Ako je lokacija vrha manipulatora izrazena u odnosu na minimalnu prezentaciju u
operacijskom prostoru, moguce je izra¢unati Jacobianovu matricu deriviranjem direktne kinematicke
funkcije s obzirom na varijable zgloba. Rezultiraju¢a matrica naziva se analiticki Jacobian 1 op¢enito
se razlikuje od geometrijskog. Matrica Jacobiana predstavlja vazan matematicki alat koji pomaze u
pronalaZzenje singulariteta manipulatora, analizi redudancije, odredivanje inverznih kinematickih
algoritama, opisu preslikavanja izmedu sila primjenjenih na vrh manipulatora i rezultantnih momenata
zglobova, a posebno kod izvoda dinamicke jednadzbe kretanja i projektiranja upravljatke sheme u
operacijskom prostoru.

3.2 GEOMETRIJSKI JACOBIAN

Kod problema diferencijalne kinematike zelimo izraziti linearnu brzinu p 1 ugaonu brzinu @ kao
funkciju brzina zglobova ¢, na slijede¢i nacin:

p=J,(9)q (3.1

w=J,@)q (32)

gdje je J,(dimenzija (3xn)) matrica koja karakterizira doprinos brzine zglobova ¢ linearnoj brzini
vrha manipulatora p, 1 J,(dimenzija (3xn)) matrica koja izrazava doprinos brzine zglobova

¢ ugaonoj brzini vrha manipulatora @. Gornje jednadzbe se mogu napisati u kompaktnoj formi:

v=Pﬂ=J@M (33)
()]

Izraz (3.3) predstavlja diferencijalnu kinemati¢ku jednadzbu manipulatora. Matrica J (dimenzija (6xn))
je geometrijski Jacobian manipulatora:

-]
J = . (3.4)

Pojedini elementi matrice (3.4), odnosno geometrijskog Jacobiana, dobivaju se na temelju slijedeceg
izraza:
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[zi—l} za prizmatiéni zglob,
0

JP
Jo - [zi_l X(p—=p., )} za rotacijski zglob.
2

(3.5)

JednadZba (3.5) omogucuje racunanje Jacobiana na jednostavan, sistemati¢an nacin na osnovu relacija
direktne kinematike. U stvari, vektori z, ,,p i p,, su funkcije varijabli zglobova i racunaju se na
slijede¢i nacin:
e 7, , predstavlja treci stupac matrice rotacije R, , tj.,
2= R'(q) - R(q,1)z, (3.6)

gdje z, = [0 0 l]T omogucuje izdvajanje datog stupca.

e p je datsa prva tri elementa Cetvrtog stupca matrice transformacije 7., oznatenog sa p .
Vektor p je:

p=A4'(q) .. 47(4,)P,, (3.7)
gdieje p,=[0 0 0 1] .
e Prva tri elementa Cetvrtog stupca matrice transformacije T, sa€injavaju vektor p, ,:
P =A'(q) - AZ(4)Po- (3.8)

U nastavku su dani primjeri izraCunavanja geometrijskog Jacobiana za neke od tipi¢nih struktura
manipulatora.

Primjer 1. Antropomorfna ruka

Buduci da su sva tri zgloba obrtna, geometrijski Jacobian ima oblik:

2oX(p—py) Hx(p—p) Hx(p-p,)
Z z zZ .

J =

Vektori polozaja pojedinih zglobova dani su redom:

i=1
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i=2
¢ 0 s 010 0 0
= _ 0% s; 0 —¢ 00 0 0
= = = - =
D 1 Po 0 1 0 olo 0 D .
0 0 0 11 1
i=3
cC, —CS, S a,cc, |0 a,c,c,
0 a,c 6,
ke — 5,8 —c a,s,s a,s,s
~ 0 41~ 0~ 1-2 1°2 1 27102 207102
p,=A44,p, =T, p, = = = D> = | 45,5, |,
S, c, 0 a,s, |0 a,s,
as;s,
0 0 0 1 1 1
te vektor polozaja vrha manipulatora:
CiCo3 —CSy S ¢ (aye, +asey;) || 0 ¢ (aye, +aycy3)
s,C -5, —c¢,  s(a,c,+ac,,) |0 s,(a,c, +asc,y)
~ 0 41 42~ 0~ 1723 1723 1 1 2%2 3¥23 1 2%2 3~23
p=44,4;p,=T; p, = ol~
S Cy3 0 a,8, + ;5,3 a,8, + 35,3
0 0 0 1 1 0

¢ (aye, +ascy;)

p=|s(a,c, +acy) |

a,8, +a;55;

Postupak dobivanja jedini¢nih vektora z, , je slijedeci:

i=1
0
2, =10
1
i=2
¢ 0 s |0 S,
=R’z =|s, 0 —c|0|=]|-¢
0 1 0|1 0
i=3
cC,  —CS, s 10 S
5L, =Rz =56, -5, a|0f(=|-¢|
S, c, 01 0

Vektorski produkti z, , x(p—p,,),i=1,2,3, su:
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0 ¢ (ayc, +ascys) —s1(ayc, +ascy;)
2o x(P—py) =| 0 |x|5(ayc, +ascy;) [=| ¢ (aye, +ascy;)
1 a,8, +a,8,; 0
S ¢ (aye, +ascy3) — ¢ (ays, +as8,3)
g x(p—p)=|—c |x|s(ac, +ascy) | =| —5,(as, +a;5,)
0 a,s, +a,S,, a,c, +aC,,
S a3CiCh3 T a5C15y3
L, X(P—Py) =] —¢ | X]| a38,0y5 | =| — 38,5y
0 a3y a3Cy3
Konacno, geometrijski Jacobian je:
—s,(a,c, +ascy3) — (a5, +a;5,;) 4561853
¢ (aye, +ascy3) —51(ays, +a;5,3) 4388y
0 a,c, +a.c a.c
26, T30y 303
J= (3.9)
0 S, S,
0 -¢ —-¢
| 1 0 0 |

Samo tri od Sest redaka Jacobianove matrice (3.9) su linearno nezavisni. Imamo samo tri stupnja
pokretljivosti odredena sa prva tri retka (3.9):

—s,(a,c, +ascy) —c (a8, +a;5,,) 456,853
Jp =| ¢(a,c, +ascy;) —5,(a,8, + a;5,,) 43815y (3.10)
0 a,C) +a;Cy3 a3Cy3

koji opisuju veze izmedu brzina zglobova i linearne brzine vrha manipulatora. Struktura ne dopusta

postizanje proizvoljne ugaone brzine @ zbog Cinjenice da komponente o, iw, nisu nezavisne
(5,0, =-co,).

Primjer 2. Trosegmentna planarna ruka

Jacobian trosegmentne planarne ruke je:

J{zOX(p—Po) ux(p—p)  Lx(p—p,)

%o 3 ¥4
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bududi da su svi zglobovi obrtni.

Na osnovu (3.5),(3.6) 1 (3.7) dobivaju se izrazi za vektore poloZaja pojedinih segmenata:

0 ac,

p,=|0 D =| a5

0 0

a,¢ t+a,c,
P, =| a5, ta,s),

0

AC, +a,Cp, T a0

P=|as +a,s,+a;8

0

1 jedini¢nih vektora koordinatnih osa obrtnih zglobova:

0

2,=2,=2,=|0

koji su paralelni sa koordinatnom osom z,,.

Vektorski produkti z, , x(p—p,,),i=1,2,3, su:

0 a,c, +a,cp, +a;c,,,

ZoX(P—py) =| 0 [X| a5, +a,8,, +a35,;

1 0

0 a,Cpy +a5C)5;

g x(p—p)=|0|X| a5, +a;8;

1 0

0 a3C 3
LX(P—p,)=|0 x| a1 | =

1 0

Geometrijski Jacobian je predstavljen matricom:

a8 T AyS; — A3y
a,¢ + a0y, + 450,
0

0
0
1

1

TS — A8, — 4383
aC +a,Cp, + a0y

0

)81, — 3803
a,Cp5 +A5C 3

0

— ;3853
a3C1n3

0

—ayS1, —A3803 — 38103
a,Cpp +A5C 55 a3C1p3
0
(3.11)
0 0
0
1 1|
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U izrazu (3.11) su samo tri nenulta retka relevantna (rang matrice je najvise 3), a odnose se na dvije
komponente linearne brzine duz osi x,,y, 1 komponente ugaone brzine oko osi z,. Ako orijentacija

nije vazna, (2x3) matricu Jacobiana za poziconi dio ¢ine prva dva redka matrice (3.11), t].

—-a,s, —a,s,, —a,S —a,S,, —a,S —a,S
171 212 32123 2012 32123 32123
J { } (3.12)

A6+ a0, T A5C,5; A0, T A50; a3C1p3

Primjer 3. Sferna ruka

Geometrijski Jacobian sferne ruke ima oblik:

J=

Zox(p—p)) zx(p—-p) 3
2 Z, 0 ’

jer su prva dva zgloba obrtna, a tre¢i zglob translacijski.

Vektori poloZaja pojedinih zglobova dani su slijede¢im izrazima:

0
po=p =0
0

¢,8,d; —s,d,

p=|ss,d;+cd,
C,d,

Postupak dobivanja jedini¢nih vektora z, | je slijedeci:

0 -5 S,
2,=0 Lu=l 4 L =55
1 0 c,

Vektorski produkti z, , x(p—p,,),i=1,2 su:

0| |¢s,ds—s,d, —-5,8,d;,—cd,
2 x(p—py) =|0 x| s;s,ds+ed, |=| ¢s,d;—sd,
1 c,d, 0
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=5 €,8,d; —5,d, C,C,d,s

L x(p—p)=| ¢ |X|s5,d;5+cd, |=]|s,c,d;

0 c,d, —8,d,
Konacno, geometrijski Jacobian je:
[—s5,d,—cd, cc.d, cs, |
¢s,d,—s,d, s,C,d, 5,8,
0 —5,d c
J- S (3-13)

0 -5
0 G

i 1 0 0 |

Primjer 4. Stanford manipulator

U slucaju Stanford manipulatora matrica Jacobiana je oblika:

J= 2ox(P—po) ux(p—-p) z xX(P-p;) zx(p—py) 25 x(p—ps)
2o 2 0 & 2, s '

Racunanjem vektora polozaja razli¢itih zglobova dobivaju se slijedeéi izrazi:

¢,8,d; —s,d,

Ps =P, = Ps =|55,d,+cd,
¢,d,

Dy=DP =

S O O

0,8,d; —s,d, +d(c,0,¢,85 +¢,5,C5 = 5,8,55)
p=|585,d;+cd, +d(cs,855+5,,C,85 +5,5,C5)

c,dy +dg(c,c5—5,0,85)

Jedini¢ni vektori z; | su:

0 -5 S,
2,=10 L= ¢ %, =23 =S5,
1 0 C,
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— 0,8, —5,Cy C1CoC4S5 — 818485 + €, S,Cs
2, =| =868, +cc, Ts = | 8,C,C,85 +C18,55 + 5,5,C5
5,84 — 8,0, 85+ C,Cs

Za vektorske produkte z, , x(p—p.,),i=1,2,3, dobivaju se slijedece vrijednosti:

—5,8,d; —¢,d, —dg(€;5,85 +5,6,C,85 + 5,5,C5)
X (P—Py) =| ¢8,d; —s51d, +d(c,0,¢,85 +¢15,¢5 = 5,5,55)
0

c\Cydy + ¢d(c,¢5 — 5,¢,55)
5 x(p—p)) =|56,d; +5,dg(c,¢5 —5,,55)

—8,d; —d(s,¢5 +¢,¢,55)

—85dg (5,64 +¢16,8,)

LX(p—py)=| ssds(cc,—56,8,)
§,8,85d

dg(€,01€4C5 = 5,8,C5 = €5,55)
2, X (p—py) =|ds(cic,8, —5,5,55 +5,6,¢,C5)

—d(c,85 +5,¢,¢5)

zsx(p=ps)=|0
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