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4. DINAMIKA MANIPULATORA
4.1 UVOD

Odredivanje dinamickog modela (eng. dinamic model) manipulatora je bitno sa stajaliSta simulacije
kretanja, analize strukture manipulatora i sinteze algoritma upravljanja. Dinami¢ko ponasSanje
manipulatora dano je u obliku vremenske promjene konfiguracije robotske ruke u odnosu na momente
zglobova, izazvane djelovanjem aktuatora pridruzenih korespodentnim zglobovima manipulatora. Ova
povezanost se moze izraziti skupom diferencijalnih jednadzbi, tzv. jednadzbi kretanja, koje odreduju
odziv manipulatora uz prisustvo ulaznih momenata zglobova. Odziv manipulatora predstavlja kretanje
segmenata manipulatora.

Postoje dvije osnovne metode odredivanja jednadzbi kretanja, odnosno dinamickog modela robota, a
to su: Lagrangeova i1 Newton-Eulerova metoda. Obje metode opisuju dinamike manipulatora u
zglobovskom prostoru. Prva metoda opisuje dinamicko ponasanje manipulatora na osnovu rada i
energije upotrebom generaliziranih koordinata. Sve radne i prinudne sile se automatski eliminiraju
primjenom ove metode, a rezultantne jednadzbe su opéenito izrazene pomocu pomaka i momenata
zglobova. Newton-Eulerova metoda se temelji na direktnoj primjeni drugog Newtonovog zakona
kretanja, koji opisuje dinamiku sistema pomocu sila i momenata. Jednadzbe kretanja, dobivene ovom
metodom, ukljucuju sve sile i momente koji djeluju na pojedinacne zglobove, kao i sile i momente koji
djeluju medu zglobovima. Newton-Eulerov postupak dobivanja dinami¢kog modela robota je
rekurzivan, te je pogodan za proracun dinami¢kog modela na ra¢unaru, posebno kod robota sa vecim
U nastavku se tretira problematika dinami¢kog modela manipulatora upotrebom Lagrangeovog
postupka.

4.2 LAGRANGEOVA JEDNADZBA

Dinamic¢ki model manipulatora opisuje veze izmedu momenata koji pogone zglobove i kretanja
strukture manipulatora.

Lagrangeovim postupkom se formiraju jednadzbe kretanja na sistematiCan nacin neovisno o
referentnom koordinatnom sistemu. Ovaj model se temelji na pojmovima: generalizirane koordinate 1
generalizirane sile. Generalizirane koordinate 4,i=1.2,....,n opisuju polozaj segmenata manipulatora
sa n-stupnjeva pokretljivosti. Za manipulator sa strukturom otvorenog kinematickog lanca,
generalizirane koordinate ¢ine vektor varijabli zglobova:

=q. (4.1)

Generalizirane sile su sile koje djeluju na zglobove manipulatora, odnosno, sile koje preostaju nakon
uklanjanja inercijalnih sila i sile teze, pri ¢emu su inercijalne sile povezane sa kinetickom energijom
robotske ruke, a gravitacijske sile sa potencijalnom nergijom.

Lagrangeova funkcija mehani¢kog sistema se moze definirati kao funkcija generaliziranih koordinata:

Ligq)=T(q9-Uq), (4.2)

gdje T'1 U predstavljaju kineti¢ku 1 potencijalnu energiju sistema.
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Kineticka energija ovisi o polozaju i brzini manipulatora (¢,q ), a potencijalna energija ovisi samo o
polozaju (¢), tj. zakretu robotske ruke.
Koristenjem Lagrangeove funkcije, jednadzba kretanja manipulatora (Lagrangeova jednadzba)
poprima slijedec¢i oblik:

d 0

o
L gq) -——L(q.q)=¢ L i=1.., 43
i o (4.9) ” (q.9)=¢, i n (4.3)

1 1

gdje je ¢, generalizirana sila povezana sa generaliziranom koordinatom 4/, .

JednadZba (4.3) uspostavlja relacije izmedu generalizirani sila narinutih na manipulator 1 poloZaja,
brzine i ubrzanja zglobova. Slijedi da je pri izvodu dinamickog modela manipulatora potrebno poceti
sa odredivanjem kineticke 1 potencijalne enrgije sistema.

4.2.1 RacCunanje kineticke energije

Ukupna kineticka energija manipulatora sa n krutih segmenata je definirana kao suma doprinosa
kretanja svakog segmenta i doprinosa kretanja svakog aktuatora (motora):

r=y(1,+1,) (44)
i1

gdje je T, kinetiCka energija segmenta i, a 7, kineticka energija motora koji osnazuje segment i.

Kineticka energija segmenta i dana je slijede¢im izrazom:
T, == bl v, (4.5)

gdje su p, vektor linijske brzine, p gustoca elementarnog dijela volumena dV'i ¥, volumen segmenta
i (SL 4.1.).

Xo

Slika 4.1. Kinemati¢ki opis segmenta i za potrebe Lagrangeove formulacije.
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Vektori pozicije elementarnog dijela p, 1 centra mase segmenta p, izraZzeni su u odnosu na

koordinatni sistem baze. Razlika ovih vektora izrazena je vektorom r,:

r=[r, rr.l =p-p,. (4.6)

Vektor centra mase segmenta i dan je slijede¢im izrazom:
1
p,=—[ ppdv (4.7)
ml’ I

gdje je m, masa segmenta. Kao rezultat nevedenog, brzina zamisljene tatke zgloba moZe se napisati

kao:

pi = pl- T, Xr;
‘ 4.8
=p, +S(w)r, (*+8)

gdje p, 1 o, predstavljaju respektivno linijsku brzinu centra mase i ugaonu brzinu segmenta.

UvrStavanjem izraza (4-8) u (4-5) dobivaju se slijede¢i doprinosi kinetickih energija uslijed
translacijskog i rotacijskog kretanja:

Translacijsko. Doprinos je :

L 1. 1 T
EJ-V/' plipl[/XZV = Emg P/Tpl[ . (4.9)

Medusobno. Doprinos je :
2lj »' S()r pdV —21'TS(w)j (p.—p,)pdV |=0
> D M = 2P1,. )y, D — D, =
buduc¢i da na osnovu (4.7) vrijedi

[, podv=p,[ piv.

Rotacijsko. Doprinos je :
1 T ol _ 1 4 T
EJ‘:/,["" S (wl.)Sl.(wi)rl.pdV—Ewi (J-Vn S @)S,(r)pdV |o,

gdje je iskoriSteno svojstvo S(,)r, = —S(r,)w, . S obzirom na izraz matri¢nog operatora S(-)

0 -rn 7
Sr)=|r. 0 -rn |,
~ry T 0
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dobiva se
—1.[ r'S" () (o )r,odV=—1 o'l o (4.10)
2 Vl[ i i i i/0 0 2 (A A A ‘

Matrica

[oi+rypav -[rrpdv -[rr.pdv
I =| -[rrpdv [G2+rD)pdV - [r,r.pdV
[rerpdv -[rnpdv o [GF+r)pdV

Il,-xx - ]lixy - Il,-xz
- Ili"y Il,yy - Il,-yz (4 1 1)
-1/ -1/ 1

Ixz Lyz lzz
je simetri¢na 1 predstavlja tenzor inercije relativno u odnosu na centar mase segmenta i izrazenog u
koordinatama sistema baze. Tenzor inercije odreduje raspodjelu mase krutog tijela. Matrica (4.11) se
sastoji od Sest razli¢itih volumnih integrala pri ¢emu se izrazi na dijagonali te matrice nazivaju
momenti inercije, a preostali vandijagonalni izrazi su produkti inercije. Budu¢i da je pozicija segmenta
i ovisna o konfiguraciji manipulatora to je i tenzor inercije, mjeren u odnosu na ishodiste koordinatnog
sistema baze, takoder ovisan o konfiguraciji manipulatora. Ugaona brzina e, izrazena je u
koordinatama baze. Medutim, za raCunanje ugaone brzine segmenta i izrazene u koordinatama sistema
centra mase segmenta (kao kod Denevit-Hartenbergove konvencije), potrebno je koristiti matricu
rotacije na slijede¢i nacin:

gdje R, predstavlja matricu rotacije iz koordinatnog sistema segmenta i u koordinatnatni sistem baze.
U odnosu na koordinatni sistem segmenta, tenzor inercije je konstantan, jer segment i njemu pridruZeni
koordinatni sistem rotiraju zajedno. Ako se ovaj konstantni tenzor oznac¢i sa I, i upotrijebi relacija
(4.10) dobiva se:

1 .

SolLo =%wle.1;; R'o,. (4.12)

Iz izraza (4.12) slijedi izraz za raCunanje tenzora inercije 7,
I, =RI,R/. (4.13)

Ako se osi koordinatnog sistema centra segmenta i podudaraju s koordinatama tacke odredene
vektorom p,, tada su produkti inercije jednaki nuli i tenzor inercije relativno u odnosu na centar mase
je dijagonalna matrica.

Prema tome, ukupna kineticka energija segmenta i, koja obuhvaca 1 translacijska 1 rotacijska kretanja,
jednaka je
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T, :%m,ip,fp,i +%wfRiI,’;_RiTwi. (4.14)

Kineticka energija manipulatora sastavljenog od n segmenata jednaka je zbroju kinetickih energija svih
njegovih segmenata:

] T R Ii RT
]11 ll.plipli 21 it LT i (115)

i=l1

Sada je potrebno kineticku energiju napisati kao funkciju generaliziranih koordinata manipulatora,
odnosno varijabli zglobova. U tu ¢e se svrhu primijeniti geometrijski postupak racunanja Jacobiana na
medusegmente. Rezultat ovoga su slijedeci izrazi:

P =Tt o+ TG =T (4.16)
w, =J5 ¢+ .. + Iy, =J5q, (4.17)

gdje je doprinos stupaca matrice Jacobiana brzini zglobova uzet u obzir za trenutni segment i.
Jacobiani J§ i JU” jednaki su:

JWO =[g% I 0 .. 0] (4.18)
JW =[5 TP 0 0] (4.19)

1 stupci matrica (4.18) 1 (4.19) mogu se izracunati u skladu sa (3-5), dajuci

, T za translacijski zglob
b = . (4.20)
7, %( P~ Pj_1) za obrtni zglob
J0 _ 0 za translacijski zglob “@21)
© Z,, za obrtni zglob ’

gdje su p, | vektor pozicije ishodista koordinatnog sistema j-11 z, , jedini¢ni vektor duz osi z istog

koordinatnog sistema, respektivno.
Uzimajuéi u obzir izraze (4.14) — (4.19), izraz za ukupnu kineti¢ku energiju segmenta i (4.14) postaje:

T, = %m,’qTJ,(f“)TJ},’”q + %q’TJg“)TRl.I;;_ R'J\)q. (4.22)

Kineti¢ka energija motora koji pokrece zglob i moZe se izraCunati na formalno analogan nacin onome
provedenom za segment manipulatora. Razmatat ¢e se tipiCan slucaj rotiraju¢eg elektricnog motora
(koji moze pokretati i1 rotirajuée i translacijske zglobove uz upotrebu odgovarajucih prijenosnijh
mehanizama). Pretpostavlja se da je stator motora smjeSten na segment manipulatora (masi segmenta
pridodaje se masa statora), tako da se racuna samo kineticka energija rotora (SI. 4.2).
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Xo

Slika 4.2. Kinemati¢ki opis motora.

Na temelju SI. 4.2 motor zgloba i smjeSten je na segment i-/. U praksi, kod sinteze mehanicke
strukture otvorenog kinematickog lanca manipulatora nastoji se smjestiti pogonske motore Sto je
moguce blize bazi manipulatora tako da se olakSa dinamicki teret prvom zglobu lanca. Pogonski
momenti razvijeni na osovinama motora prenose se na zglobove preko mehanickih prijenosnika
(reduktora, zupcanika). Doprinos kineti¢ke energije prijenosnog mehanizma moze se na prikladan
nac¢in ukljuciti u ukupnu kineticku energiju motora. Takoder se pretpostavlja da nema pojave
induciranih kretanja, tj. kretanje zgloba i ne utjece na kretanje drugih zglobova.

Kinetic¢ka energija rotora i moze se napisati kao

T, = %mmip,f,ipmi +%wiilmlwml , (4.23)
gdje je m, masa rotora, p, oznacava linijsku brzinu centra mase rotora, I, je tenzor inercije rotora u
odnosu na centar mase i @,, oznacava ugaonu brzinu rotora.
Neka 3, oznacava ugaonu poziciju rotora. U sluCaju upotrebe krutih prijenosnika dobiva se slijedeca
relacija:

kg =9, (4.24)

m;

gdje je k, omjer redukcije prijenosnika snage. Vazno je napomenuti da je u slu¢aju pogona

translacijskog zgloba omjer redukcije kvantitativno dimenzioniran.
U skladu s pravilom kompozicije ugaonih brzina i relacije (4.24), ukupna ugaona brzina rotora je:

o, =0, +k.qz, (4.25)

ml

gdje je m, , ugaona brzina segmenta i-1 na koji je motor smjeSten, 1 z, oznacava jedini¢ni vektor duz

osl rotora.
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Da bi napisali kineticku energiju rotora kao funkciju zglobovskih varijabli, neophodno je izraziti
linijsku brzinu centra mase rotora — slicno u (4.16) kao

P =J"q. (4.26)
Jacobian se racuna na slijedeci nacin:
JIO =[50 50 0] (4.27)
¢1ji su stupci jednaki
P K= za translacijski zglob
noT {z_ i X(P, = P) za obrtni zglob (428)

gdje je p,, vektor pozicije ishodiSta koordinatnog sistema relativno u odnosu na zglob j-I.
Komponenta Jacobiana J g”") =0 u izrazu (4.27), jer je centar mase rotora uzet da lezi duz osi rotacije.

Ugaona brzina u (4.25) moze se napisati kao funkcija zglobovskih varijabli, tj.,
o, =J5"q. (4.29)
Komponenta Jacobiana koja se odnosi na orijentaciju ima oblik:
JG =[I5 o TG TG0 L 0] (4.30)

¢iji stupci se racunaju prema izrazu

JU) j=1,.,il
Jow =170 o 4.31)
/ kr,zj—l .] =L

Za raCunanje druge relacije u (4.31) dovoljno je poznavati komponente jedini€nog vektora osi rotacije

rotora z, s obzirom na koordinatni sistem baze. Slijedi, kineticka energija rotora i moze se napisati
kao
1 T m)T gy s L T m, -
T, = Emm’_qTJ; ITJ0g + EqT.ﬂO TR, IR, J5"q . (4.32)

Konac¢no, sumiranjem razli¢itih doprinosa u odnosu na pojedinac¢ne segmente (4.22) 1 pojedinacne
rotore (4.32) kao 1 u (4.4), ukupna kineticka energija manipulatora zajedno sa pogonima je dana u
kvadraticnom obliku:

Iy .o 1 .
T=22.2.b,@qd; = 4" B@)d (4.33)

i=1 j=1
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gdje je
By = X, JET I ISR RIIY o, 0T < ISR IIRLISY) (434)
i=1
(nxn) matrica inercije koja je:

e simetri¢na
e pozitivno definitna
e ovisna o konfiguraciji (opcenito).

4.2.2 Racunanje potencijalne energije

Ukupna potencijalna energija akumulirana u manipulatoru se dobije kao suma doprinosa svakog
pojedina¢nog segmenta i svakog pojedinacnog motora

v=%, +u, ). (4.35)

i=1

Uz pretpostavku krutih segmenata, potencijalna energija segmenta i odredena je samo djelovanjem
gravitacijskih sila':

U, :J.V]_ goTpipdV:_ml,,goszi (4.36)

gdje je g, vektor gravitacijskog ubrzanja u koordinatnom sistemu baze (npr. g, =[0 0 g]" ako je os z

vertikalna), pri ¢emu je g koeficijent ubrzanja sile teze, ¢ija standardna vrijednost iznosi:
g, =9.80665m/s”. p,,p, suvektori poloZaja centara mase segmenta i i rotora motora i u odnosu na

koordinatni sistem baze.
Sli¢no relaciji (4.36) dobiva se izraz za potencijalnu energiju rotora motora:

U, = —mml_ggpmi , (4.37)

m;

UvrStavanjem (4.36) 1 (4.37) u (4.35) dobiva se izraz za ukupnu potencijalnu energiju

U==(m,glp, +m,gp,) (4.38)

i=1

Na temelju jednadbze (4.38) dolazi se do zakljucka da je potencijalna energija, preko vektora p, 1

p,, » funkcija samo varijabli zglobova g i da ne ovisi o brzinama zglobova ¢ .

' U sluéaju fleksibilnog segmenta postoji komponenta potencijalne energije uslijed djelovanja elasti¢nih sila.
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4.2.3 Dinamicke jednadZbe kretanja

Na temelju izracunatih potencijalnih i kinetickih energija (4.33) i1 (4.38), Lagrangeova funkcija (4.1) za
manipulator moZe se napisati kao

L(q.9)=T(q.9)-U(q)

:_ZZbll(q)qlql +Z(m1 go )2 (q)+m, go P, (q))

ll]l

(4.39)

Koristenjem dobivene Lagrangeove funkcije, jednadzba kretanja manipulatora (uzimajuéi u obzir
¢injenicu da potencijalna energija ne ovisi o ¢ ) poprima slijedeci oblik:

d 0L(q.q) d 3T(q.q) < . ~db(q) .
— =— =>b. 4y —1="g.
d oj, di dq ; D+ Ly a0
l(q) '
—Zb,,@% ZZ ’
j=1 k=1
or (q,q) 1 ,k(q)
(4.41)
22
i
oU L op, (q) P, (q)
(q) :_Z mlgé" L +mm gOT j
aq; A i ’ %; (4-42)
== (m, g10 Y @)+ m, I8 @)= 2.@)
Jj=1
Uvrstavanjem izraza (4.40)—(4.42) u jednadzbu kretanja manipulatora (4.2) dobiva se:
Zb,j (9)d, +Zzh,,k (94,4, + &) =& i=1yn. (4.43)
j=1 k=1
gdje je
ob.  10b.
" By 1D (4.44)
dq, 2 0g,

Fizicka interpretacija jednadzbe (4.43) otkriva slijedece:

o Koeficijent b, predstavlja moment inercije u osi zgloba i, u trenutnoj konfiguraciji

manipulatora, kada su ostali zglobovi blokirani.
Koeficijent b, objasnjava djelovanje ubrzanja zgloba i na zglob ;.

e Izraz hijjqf predstavlja centrifugalni efekat zgloba i izazvan brzinom zgloba ;.

Izraz h;q,q, jeste Coriolisov efekat induciran na zglobu i pomocu brzina zglobova j i k.
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e Izraz g, oznaCava moment generiran u osi i-tog zgloba manipulatora, u trenutnoj konfiguraciji,
u prisustvu gravitacijskog djelovanja.

Neki dinamicka spregnuca zglobova, kao Sto su koeficijenti b; 1 4, , mogu se reducirati ili eliminirati

ijk >
u postupku sinteze strukture, tako da se pojednostavi problem upravljanj a.

U pogledu nekonzervativnim sila koje djeluju na zglobove manipulatora, one su dane sa pogonskim
momentom T minus moment viskoznog 1 statickog trenja. Momenti viskoznog trenja dani su sa F,q,

gdje F, oznaava (nxn) matricu koeficijenata visoznog trenja. Kao pojednostavljeni model momenata
statiCkog trenja, moze se pretpostaviti Fgsgn(q), gdje je F, (nxn) dijagonalna matrica i sgn(q)
oznacava vektor dimenzija (nx/) sa komponentama izrazenim preko sign funkcija brzina pojedinacnih

zglobova.
Ako je vrh manipulatora u dodiru sa okolinom, dio pogonskih momenata se koristi za uravnotezenje

momenata izazvanih zglobovima sa dodirnim silama. Ovi momenti se mogu izraziti sa J' (q)h, pri

¢emu h oznacava vektor sila i momenata izazvanih djelovanjem vrha manipulatora na okolinu.
Uzimajuéi u obzir sve navedeno, jednadZbe kretanja (4.43) mogu se napisati u kompaktnom
matri¢cnom obliku, predstavljajuéi dinamicki model zglobovskog prostora, na slijedeéi nacin:

B(9)i+C(q.9)4+F.q+Fsgn(@)+gq=7-J" (@h, (4.45)

gdje C predstavlja prikladnu (nxn) matricu ¢iji elementi ¢, zadovoljavaju slijedecu jednadzbu:

ch,% SN hdid (4.46)

j=1 k=1

4.2.4 Bitna svojstva dinamickog modela

Izbor matrice C nije jednoznacan, budu¢i da postoji viSe matrica C ¢iji elementi zadovoljavaju
JednadZbu (4.46). Da bi se dobili koeficijenti ¢, potrebno je prvo izracunati elemrnte 7, , na osnovu

izraza (4.44), a nakon toga razmatrati cjelokupan izraz na desnoj strani jednadzbe (4.46). Na taj nacin
se dobiva:

z Cl/qj Z Z ht/quqj

Jj=1 k=1

_Zz( 6 )Qk q;

Jj=1 k=1 i
Gornja jednadzba se moZe dalje napisati kao:

non a o n
z Uq/ Zz_% q; zz( a

j=1 jlkl jlkl j i

iz koje slijedi izraz za racunanje koeficijenata c; :
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¢y = D Cudi » (4.47)
k=1
gdje su ¢, jednaki:
ob, b, Ob,
c,.jk=l vy Ou P | (4.48)
2\ 0q, 0Oq; Oq;

Elementi c;, nazivaju se Christoffelovi simboli prve vrste. S obzirom na svojstvo simetrije matrice B,

vrijedi da je:
Cyp = Cpy - (4.49)

Izbor matrice C vodi ka odredivanju prvog vaznog svojstva jednadzbe kretanja (4.45), a to je da je
matrica

N(q.9) = B(q)-2C(q.9) (4.50)
kososimetricna. To znaci da za bilo koji vektor w dimenzije (nx/) vrijedi slijedeéa relacija:
w' N(q,§)w=0. 4.51)

Supstitucijom c;, iz (4.48) u (4.47) dobiva se:

Ci‘:_ _' = ( j
’ 2klan z q, a‘1

1 jk
—E _Z( 8 ) 9>

k 1 j i
a zatim uvrStavanje dobivenog c; u jednadzbu (4.50) daje:

: " 0b, b, ..
n, =b,—2c, = Z(—-”‘—ale)qk : (4.52)
4 J

Promatranjem izraza (4.52) slijedi slijede¢a jednakost:

nij =—7’lﬁ.

Interesantno svojstvo, koje slijedi iz direktne primjene kososimetricnog svojstva matrice N(q,q),
postavljanjem w = ¢ jeste:

4" N(q.9)§=0. (4.53)

Moze se lahko pokazati da izraz (4.53) vrijedi za bilo koji izbor matrice C, buduci da je on rezultat
principa oCuvanja energije (hamilton). Na osnovu ovog principa, ukupan iznos vremenske derivacije
kineticke energije je uravnotezen sa snagom koju generiraju sve sile koje djeluju na zglobove
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manipulatora. Nasuprot tome, izraz (4.51) vrijedi samo za pojedinacan izbor elemenata matrice C,
kako je definirano u (4.47) 1 (4.48).

Osim kososimetricnog svojstva matrice N(¢,q), drugo vazno svojstvo dinamicke jednadzbe kretanja
jeste linearnost u dinamickim parametrima. Ova linearnost se odnosi na parametre karakterizirane
manipulatorskim segmentima i rotorima motora. O ovom svojstvu se ovdje nece podrobno diskutirati,
budu¢i da zahtijeva malo slozeniji izvod.

4.2.5 Primjeri dinamickih modela osnovnih struktura manipulatora

Primjer 4.1 Dvosegmentna planarna ruka

Promatrajmo robotsku ruku na Sl. 4.3, za koju je vektor generaliziranih koordinata ¢ = [91 % ]T .

Slika 4.3. Dvosegmentna planarna ruka.

Neka su /,,/,udaljenosti centara mase segmenata od osi zglobova, respektivno. Mase pojedinacnih

segmenata oznaCene su sa m, ,m, , a mase rotora motora pridruzenih zglobovima sa m,, ,m, . Neka
sesa [, ,/, oznafe momenti inercije s obzirom na osi rotora, a sa /, ,/, momenti inercije u odnosu
na centre mase segmenata. U proraunima se pretpostavljadaje p, =p, 1z, =z, ,,zai=1,2,., .

motori su locirani na osi zglobova s centrima mase u ishodistima kordinatnih sistema.

Jednadzba dinamike u kompaktnoj matricnoj formi je:

B(9)j+C(q.9)q+F,q+Fsgn(@)+g@)=7-J" (h (4.54)
gdje su: B(q) - matrica inercija
C(q.9) - matrica koja je nastala na temelju fizikalnih svojstava sistema
Fq - moment viskoznog trenja
F sgn(q) - moment statickog trenja
2@ - moment usljed gravitacijskog ubrzanja
T - aktivni moment
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J (q)h - moment kojim vrh manipulatora djeluje na okolinu

a) Racunanje Jacobiana za segmente

Geometrijski Jacobiani koji daju vezu izmedu linearnih brzina centara masa prvog i drugog segmenta,
1 brzina zglobova, su:

J;fl) — [J;)fl) 0]
Jg«z) — [J(/fz) J((z)]
R A
Budu¢i da je prvi zglob obrtni, imamo :

J1(31m =2, X(P,, — Po)

Matrica homogene transformacije centra mase prvog segmenta u odnosu na ishodiste koordinatnog
sistema baze je:

q -5 0 Ul

s, ¢ 0 U

Vektor pozicije centra mase prvog segmenta u odnosu na bazni koordinatni sistem  p, i ort z, su:

e 0 0
P =1ls |5 =05 py=]0],
0 1 0
a na temelju njih Jacobiani J},", odnosno J}"'su:
0 flcl —Elsl
J}(JI/I) :zox(pyl—po): 0|x|ls, |=] lc
1 0 0
-l 0
J}jl) = glcl O . (4.55)
0 0
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Analogan postupak se provodi za raéunanje J'?’, ¢ije su komponente :

ng) =2, %X(P,, — Po)
JgZ) =z, xX(p,, —p)-

Matrice homogenih transformacija prvog segmenta, centra mase prvog i drugog segmenta u odnosu na
bazni koordinatni sistem su:

¢ -5 0 a.c, c, -5, 0 l,c, Cpy s, O a.c,+1,c,

4° = S G 0 as, 1 S (&) 0 l,s, 0 _ Sia Cpy 0 as, + 1,8,
o 0 1 o” "™ o o 1 0o |”"" |o 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

Na temelju njih se dobivaju slijede¢i pripadajuéi vektori pozicija 1 ortovi, potrebni za izraCunavanje
Jacobiana :

0 ac, acc, +/,c, 0 0
Po=|00s p=las|; p,=lasi+ls, |5 2,=[0); 2,=|0
0 0 0 1 1

Uvrstavanjem vrijednosti gornjih vektora u izraze za komponente matrice Jacobiana:

01 [ac +Lhe, —as; =Ly,
J;’IZZ) =2 X(pzz -p,)=10|x|as,+0,s, |=| ac +1,c,
1 0 i 0
0 lyey, __ézslz
JI(JZ/Z) :zlx(pfz_pl)z 0|x '€2S12 = ﬁzclz ,
1 0 0

dobiva se matrica Jacobiana koja daje ovisnost izmedu linearne brzine centra mase drugog segmenta i
brzine zglobova:

—a,s, — 1,8, — 1,81,
JU = as, +0,c, /ey, (4.56)
0 0

Veze izmedu ugaonih brzina centara mase segmenata i1 brzina zglobova su izraZene slijede¢im
Jacobianima:
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J5" =1Jg" 0]
ng) — [J(()fz) J((7i2)]

Postupak izracunavanja ovih Jacobiana je slijedeci:

0
ng“) =2,=|0
1

ng) —

- o O
o O O

0] 0
1y =z,=|0| 5 g =5 =0
1 1

— o O

0
J(O/Q) — 0
1

(4.57)

(4.58)

Sljede¢i korak se sastoji u izracunavanju Jacobiana koji se odnose na rotore motora smjestenih na
pojedine segmente. Vazno je napomenuti da se mase statora motora pridodaju masama korespodentnih

segmenata, a mase rotora motora se uzimaju odvojeno (m,, ,m,, ).

Povezanost linearnih brzina centara masa rotora motora i brzina zglobova je izrazena slijede¢im

1zrazima:
J}()ml) — [J;Im]) 0]
J;mz) — [Jg]nz) JI(’ZnZ)]
gdje su:
0
J;;ml) =z0><(pml —po) :zox(po _po)z 0
0
0 0
J;,ml) — O 0 ,
0 0

i

(4.59)
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0| |ac —a,s,
T = 20x(P,, = P) = 2 x (= py) =| 0 |x| a5y | =] a
1 0 0
0
J;Zmz) =2z X(pmz —pl) = zoX(P1 _pl) =10
0
-as, 0
JU = ac, 0. (4.60)
0 0
Veze izmedu ugaonih brzina centara masa rotora motora i brzina zglobova je dana sa:
J(()nﬂ) — [J(OVI”I) 0]
J(Omz) :[J(g”,”) Jg:z)]
Postupak izracunavanja Jacobiana je slijedeci:
0
I =lk,z,  Ol=[k,z, 0]=| 0
krl
0 0
Jg" =] 0 0 (4.61)
k., O
0
Jo =J5 =0
1
0
Jg:lZ) = kr22m2 = erZl = O
er
0 0
Jgw =10 0 (4.62)
1 kr2
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Matrica inercije za zadanu strukturu manipulatora je oblika:
B(q)=m, J," T+ JG "R, RITGY +m, IV T + IR, TR, T
+m, JT T+ JCT R RV TGP +m, TN + TR, TR, TS
Smjenom I, =R, I; R/ i I, =R, I,'R, u gornju jednadzbu dobiva se:
B(q)=m, J" T+ I IS +m, T+ IO T
+m, JTIS IO, TG m, JUTTSY I TG
Uvrstavanjem dobivenih vrijednosti matrica Jacobiana u izraz za matricu inercije imamo:
b,(%) b,(S
B(q):|: (%) 12 ( 2)i|, (4.63)
b21 (192) b22
gdje su:
by=1, +m, (3 +k\I, +1, +m, (af +05+2a,0,c,)+1, +m, a]
b, =b, = [/,2 +m,, (ﬁé +tal,c,)+ kr2[m2
by =1, +m, (5 +k},1,
VaZna svojstva matrice inercije su : simetri¢nost, pozitivna definitnost 1 ovisnost o konfiguraciji.
Cristoffelovi simboli prvog tipa su:
1{0b, 0Ob, 0b, 1 0b,,
=75 + - =5 =
2\ 9¢, Oq, Oq,) 2 0q,
o = 1[ 2, by b, j _laob, _ R
2\ 0q, Oq, 0q, 2 dq,
1
o o Lfoby ab, abzz) %y as, = h (4.64)
2\ dq, 0q, 0Oq, a4,
1(ob, 0b, 0Ob 1 0b
Can :_[ B ] =————= m, a,l,s, =—h
2\ 0q, 9q, 0q, 2 dq,
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o —¢ _l ob,, +5b22 _ab12 __labzz _0
2 22 oq, 0q, 0Oq, 2 0q,

1 Labzz n by, _ abzzj _ l% _
2 0q,

c e —
) aQ2 aQ2 OQZ

Na temelju Cristoffelovih simbola dobiva se matrica C(¢,4q), ¢iji su elementi:

2 . .
Cy = chlkq.k =g g, = =hs,
=1
2 . . . .
Cp = zclzk‘]k =C0q, t00nq, =hG +hd, =h(F +8,)
P

2
Gy = ZCZquk =¢34, t¢y10q, = —h§

k=1

2
Cpn = zczzk% =Cy01q) T304, =0
k=1

odnosno
hS,  h($+9
Clq.9)=| . B+ (4.65)
-h9 0
Racunanje matrice N daje:
L o 2n8, K hs,  hG+$)| |0 -2n89 —hS,
N(q.9)=B(q)-2C(q.9) = : -2l . = . , (4.66)
-h9, 0 -h9 0 2h8 +h9, 0
Sto omogucuje provjeru negativno-simetriénog svojstva matrice V.
Elementi vektora g(g) se racunaju po formuli:
g @) ==, g0 @)+ m, &l @), (4.67)

J=
gdje je g, = [O -g 0] vektor gravitacijskog ubrzanja.

Na osnovu (4.67) dobiva se:

2(q)=—(m, g1 T (@) +m, g1 T (@)~ (m, g1 TS (@) +m,, gl T (q))=

= (mzzlgl +m, a,+m, q )gcl + mrzzgzgcu
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2.(q) =—{m, 1T () +m, g1 T (@)~ (m, LT (g)+m,, gl T (q))=
= mVZEZgCIZ

Uz zanemarenje djelovanja sila trenja i svih tipova kontaktnih sila, rezultiraju¢a dinamicka jednadzba
glasi:

2 2 2 2 2\a
([él +m4/1 +krl[m1 +[42 +m,, (a; +73 +2a1€2c2)+lmlz +m,, a; ).91
, .
(1, +m, (2 +at,e) ko1, ),
.. .
- 2m(2a1€ ,8,88, — mézalﬁzszgz

+(mél€1 +m,, a, +m42al)gc1 +m¢2€2gc12 =T, (4.68)

(7, +m, (B+al,e)+kod, )0 +(1, +m, 2+i3T, )3,

" ~
+m42a1€252‘91 +m52€2gclz =1

4.3 NEWTON-EULEROVA JEDNADZBA

Lagrangeova formulaciji dinamic¢ke jednadzbe manipulatora opisuje ponaSanje sistema u obliku rada i
energije pohranjenih u sistemu (ukupni Lagrangian sistema). Prisilne sile ukljuene u sistem se
automatski eliminiraju primjenom ovog postupka izvodenja dinamickih jednadzbi manipulatora.

U Euler-Newtonovoj formulaciji, jednadzbe kretanja se izvode na temelju drugog Newtonovog
zakona, koji povezuje sile i momente. Jednadzbe u sebi ukljucuju sve sile i momente koji djeluju na
pojedini segment manipulatora, kao 1 sile 1 momente koji nastaju kao rezultat medudjelovanja izmedu
segmenata. Newton-Eulerova formulaciji se temelji na ravnotezi svih sila koje djeluju segment
manipulatora. Ovo vodi ka skupu jednadzbi ¢ija struktura omogucuje dobivanje rekurzivnog oblika
rjeSenja; rekurzija prema naprijed se obavlja u svrhu dobivanja brzina i ubrzanja segmenta (jednadzbe
s raCunanjem prema naprijed) 1 na temelju njih se dalje u povratnom prostiranju izracunavaju sile i
momenti koji djeluju na svaki segment robotske ruke (jednadzbe s racunanjem unatrag). U tim se
jednadzbama kretanje svakog segmenta opisuje pomocu njegovog susjednog segmenta.

Prema tome, Newton-Eulerovim postupkom se dva puta prolazi po segmentima, kako je prikazano na
Sl. 4.4.

brzina,
ubrzanje

r hl vrh manipulatora
sile,
momenti

baza

Slika 4.4. Rekurzivna Newton-Eulerova metoda.
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U ovom poglavlju ¢emo izvesti jednadzbe kretanja pojedinacnog segmenta manipulatora. Kako je ve¢
naglaseno ranije, kretanje krutog tijela moze se dekomponirati u translacijsko kretanje odgovarajuce
taCke fiksirane na krutom tijelu i rotacijsko kretanje krutog tijela oko te tacke. Dinamicke jednadzbe
krutog tijela mogu se takoder prikazati dvjema jednadzbama: jedna opisuje translacijsko kretanje
centroida (centra mase tijela), dok druga opisuje rotacijsko kretanje oko centroida.

Promatrajmo osnaZeni segment i (segment i kojemu je pridodat motor zgloba i+/) u kinematickom
lancu manipulatora na SI. 4.5.

Koordinatna Koordinatna
os zgloba i os zgloba i+1

()
w

— M

1

N

;OA

| Segment i

!
\ i
i

Slika 4.5. Oznacavanje segmenta za Newton-Eulerova formulaciju.

Centar mase osnazenog segmenta C, karakteriziraju slijedeci parametri:

m, masa osnazenog segmenta,

I, tenzor inercije osnaZzenog segmenta,

I, moment inercije rotora,

.o vektor polozaja centra mase segmenta u odnosu na ishodiste kord. sistema i — 1,
.. vektor polozaja centra mase segmenta u odnosu na ishodiste kord. sistema i,

vektor polozaja ishodista sistema i u odnosu na ishodiste sistema i — 1.

Oznake brzina i ubrzanja na Sl. 4.5 imaju slijedeca znacenja:

Pc. linijska brzina centra mase C,,

)2 linijska brzina ishodista koordinatnog sistema i,
o, ugaona brzina segmenta,
o,  ugaona brzina rotora,

Pc. linijsko ubrzanje centra mase C,,
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D, linijsko ubrzanje ishodista koordinatnog sistema i,
, ugaono ubrzanje segmenta,
[0} ugaono ubrzanje rotora,

2 gravitacijsko ubrzanje.

Sile i momenti imaju slijede¢e oznake:

f sila kojom segment i — 1 djeluje na segment i,
-f.., sila kojom segment i + 1 djeluje na segment i,
U, moment kojim segment i — 1 djeluje na segment i s obzirom na ishodiste sistem 7 -- 1,

-p;,, moment kojim segment i + 1 djeluje na segment i s obzirom na ishodiste sistem i

Takoder se pretpostavlja da su vektori i matrice izraZeni u odnosu nakoordinatni sistem baze.
Newtonova jednadbza koja opisuje translacijsko kretanje centra mase moze se napisati kao

fi—fiatmg, _miﬁci =0. (4.69)

Eulerova jednadzba za rotacijsko kretanje segmenta (momenti centra mase) moze se napisati na
slijede¢i nacin:

d - )
M+ fix Fiie —Hin— S % Vic = E(Iiwi + kr,i+lqi+llmm zm,.ﬂ) (4.70)

Napomenimo da gravitacijska sila m,g ne generira bilo kakav momenat, jer je koncentrirana u centar

mase.
Kako i kod Lagrangeove formulacije, prirodno je izraziti tenzor inercije u teku¢em koordinatnom

sistemu (konstantan tenzor). Slijedi, u skladu sa (4.13), da imamo I, = R,I/R], gdje je R, matrica

rotacije iz koordinatnog sistema i u bazni koordinatni sistem. UvrStavanjem ove relacije u prvi izraz na
desnoj strani jednadbze (4.70) dobiva se:

di(il wi) = RiiiiRiTwi + RiiiiRiTwi + RiiiiRde)i
t

=S(@)RI'R o, + RI'R 08" (w)w, + RIR o, (4.71)

:iid)i T, X (iiwi)
gdje drugi izraz na desnoj strani (@, x (I,®,)) predstavlja Ziroskopski moment izazvan ovisnoséu I, o

orijentaciji segmenta. Osim toga, uzimajuci u obzir da jedini¢ni vektor z, rotira prema segmentu Z,

potrebno je derivirati samo drugi izraz na desnoj strani u jednadzbi (4.70):
d . .. )
E (qi+1]mz+l zmi+1 ) - qi+11mi+l z’”m + qi‘*'lImm 0, x zmm : (472)

Smjenom (4.71) 1 (4.72) u (4.70), rezultiraju¢a Eulerova jednadzba poprima oblik:
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u,+ f XFiic —Hin = [ X c =l,o,+0,x(1,0,)

. (4.73)
+ kr,quHlIm,H 2z

m; + kr,i+1qi+11m,+1 wi X zmM

Jednadzbe (4.69) 1 (4.73) vladaju dinamickim ponaSanjem pojedinacnog segmenta robotske ruke.
Kompletan skup jednadzbi za cijeli manipulator dobiva se razvojem navedenih jednadzbi zva sve
segmente manipulatora, i=1,...,n.

Generalizrana sila u zglobu i moZe se izraCunati iz projekcije sile f, za translacijski zglob, odnosno

1

momenta g, za rotirajuci zglob, duz osi zgloba. Pored toga, postoji doprinos momenta inercije rotora

k.1, cé);:izm[ . Slijedi da je generalizirana sila u zglobu 7 jednaka:

[z +k.I " wnrz Z,, za translacijski zglob
T, =

1

(4.74)
,ul.T Z, +k,1 . w; Z, za rotacijski zglob

Newton-Eulerove jednadzbe (4.69) i (4.73) 1 jednadzba (4.74) zahtijevaju racunanje linijskog i
ugaonog ubrzanja segmenta i 1 rotora i. RaCunanje se moZe obaviti na temelju relacija izvedenih za
linijske 1 ugaone brzine:

o, za translacijski zglob
W = . o (4.75)
o, +%z,, za rotacijski zglob
i
h  +dg . tw XF za translacijski zglob
I-’i: pzl i%i-1 i i-1,i B J g (476)
Pyt xr,_, za rotacijski zglob

Deriviranjem po vremenu (4.75) dobivaju se izrazi za ugaono ubrzanje segmenta sa translacijskim
zglobom

0,=0., (4.77)
1 ugaono ubrzanje segmenta sa rotacijskim zglobom
o,=0,,+9%z, , +80,, +30,, %1z, (4.78)

Linijsko ubrzanje segmenta sa translacijskim zglobom dobiva se deriviranjem prvog elementa (4.76)
po vremenu na slijede¢i nacin:

Pi=pP +dz  +do  x2, ,+0,xr_, +0,xdz,  +0 % Xxr_,), 4.79)

gdje je iskoriStena relacija 7,_,; = dz, , +o_ x r,_, ;. Uzimaju¢i u obzir (4.77), jednadzba (4.79) moZze

se napisati kao:

p.=p,,+tdz,  +2dw xz  +o;X Fi,;, T X (0, xr_,). (4.80)
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Analogno se dobiva izraz za linijsko ubrzanja u slucaju rotacijskog zgloba, deriviranjem drugog
elementa (4.76) po vremenu:

P=P +dz +0, %1 +o, x(0 xr_,). (4.81)

Jednadzbe (4.77), (4.78), (4.80) 1 (4.81) mogu se sazeti na slijede¢i nacin:

o, za translacijski zglob
0, =1 . . . L (4.82)
o +%z +80, ,+%0, %7, za rotacijski zglob
i
.. P+ 6?,-z,-,1 + Zd',-w,- Xz, ,+o xr_  +o x(o xr_ ;) zatranslacijski zglob 4.83)
pPi=5. . ’ ’ c .
Py + @, XF_; 0, x(0;X1,_;) za rotacijski zglob

Ubrzanje centra mase segmenta i, koje se pojavljuje na lijevoj strani Newton-Eulerove jednadzbe
(4.69), dobiva se deriviranjem izraza p. = p, + @, xr, . naslijedeci nacin:

pc,. =p, t+o, Xt TO; x (o, +ri,Ci)' (4.84)

I na kraju, izraz za ugaono ubrzanje rotora dobiva se deriviranjem (4-25):

(b ; = d)i—l + kriéizm, + k@éiwi—l x zml- ° (485)

4.3.1 Rekurzivni algoritam

Newton-Eulerove jednadzbe izvedene u prethodnoj sekciji nisu u prikladnom obliku za upotrebe
analize dinamike i sinteze regulatora. One ne opisuju ulazno-izlazne relacije, odnosno relacije
dobivene iz kinematike 1 statike. U ovom potpoglavlju, obavit ¢e se modifikacija Newton-Eulerovih
jednadzbi kako bi se dobile eksplicitne ulazno-izlazne relacije.

JednadbZe kretanja nisu u zatvorenom obliku, jer je kretanje jednog segmenta spregnuto sa kretanjem
drugih segmenata kroz kinematicke veze za brzine i ubrzanja.

Kada su poznate pozicije, brzine i ubrzanja zglobova, mogu se na temelju njih izracunati brzine i
ubrzanja segmenata, koja se dalje mogu iskoristiti u Newton-Eulerovim jednadbzama za pronalazenje
sila 1 momenata koje djeluju na svaki segment u rekurzivnhom obliku, polazeé¢i od sila i momenata
primijenjenih na vrh manipulatora. S druge strane, brzine segmenta i rotora mogu biti izracunate
rekurzivno polazeci od brzine i ubrzanja baznog segmenta.

Sumarno, rekurzivni algoritam se konstruira na slijede¢i nacin:

e Polaze¢i od baze, uz poznavanje kretanja robota u prostoru zglobova, rekurzivno se ra¢unaju
brzine i ubrzanja svakog segmenta manipulatora pa se dobivaju jednadzbe s racunanjem prema
naprijed (eng. forward recursion).

e Pomocu izraCunatih brzina i ubrzanja segmenata mogu se, po¢inju¢i s vrhom manipulatora i
nastavljajuéi prema bazi, izracunati sile i momenti koji djeluju na svaki segment robotske ruke.
Tako dobivene jednadZzbe nazivaju se jednadzbe s raCunanjem wunatrag (eng. backward
recursion).
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Za rekurziju prema naprijed, specificiraju se ¢,4,q4, te brzina i ubrzanje baznog segmenta
@, P, — 8,,®,- Nakon toga se raunaju o,,®,, p,, p. i ®, upotrebom izraza (4.75), (4.82), (4.83),
(4.84) 1 (4.85), respektivno. Linearno ubrzanje moze se uzeti kao p, — g, tako da se ukorporira izraz
— &, uracunanju ubrzanja centra mase p. pomocu jednadzbi (4.84)1(4.85).

Kada je zavrSeno raunanje brzina i ubrzanja u rekurziji prema naprijed od baznog segmenta do vrha

manipulatora, rekurzijom prema unatrag mogu se odrediti sile. Ako je zadano h=[f, m! 1" (ili

n+l

eventualno A=0), Newtonova jednadzba (4.69) mozZe se napisati kao
fi=fi+ mipCi > (4.86)
jer je doprinos gravitacijskog ubrzanja sadrzan u p.. . Nadalje, Eulerova jednadzba daje

uo=—fx(r,; + Fic )+ Mg+ [ X Fic, t lL.o+ox(1o,)
. . ) (4.87)
+ kr,i+1Qi+lImi+l L, T kr,i-%—lQi-%—lImHl W; X2,

Sto je izvedeno 1z izraza (4.73), gdje je r,_, . izrazen kao suma dva vektora koji su se ve¢ pojavili u

racunanje rekurzije prema naprijed. Rezultirajuce generalizirane sile u zglobovima se mogu izracunati
pomocu (4.74) kao

Vi 1

7, = . ] . (489)
ulz  +k,I, @z +F.9 +F, sgn(3) za rotacijski zglob

ritm; T mg e m; vi i

flz . +k,d, @)z, +F,.d +F, sgn(d,) za translacijski zglob

gdje ukljucen utjecaj momenta uslijed viskoznog trenja.

U gornjim izvodima pretpostavljeno je da se svi vektori odnose na bazni koordinatni sistem.
Rekurzivno racunanje se znatno pojednostavljuje i postaje efikasnije ukoliko se svi vektore odnose na
trenutni koordinatni sistem pridruzen segmentu i. Ovo ima za posljedicu da se svi koji trebaju biti

transformirani iz koordinatnog sistema i+1 u sistem i mnoze matricom rotacije R, , odnosno da se svi

i
i+1°

vektori koji trebaju biti transformirani iz koordinatnog sistema i-1 u sistem i mnoze matricom RZ.HT .
Prema tome, izrazi (4.74), (4.82)-(4.88) mogu se ponovo napisati kao:

- |RT 0] za translacijski zglob
W = (4.89)

R [i—l T ( w,:l n gl_ ) za rotacijski zglob

R za translacijski zglob
o = (4.90)

- T . .o . . .. .
R™" (0] + 97, +%0 | xz,) za rotacijski zglob

T . . . . T L . . . . .. .
L |RTU (P +dz))+2dw] xR 2y + @) xrl,, + o] x (0] xr.,,) zatranslacijski zglob 491)
pi = Ri—lT--i—l NV i iy i taciiski zelob )
;P o xrl o x(o; xr;) za rotacijski zglo

p’c = P,l + wl’ X ril,'C‘» +wf X (wf + rl.fc[) (4.92)
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-1
wl _wtl+kq1z +kthllxzm

i+1 By
fi =R, [ +m;pe,

pi=—f X (rl +

T
i f' R lzo

Ti:

u R’ ‘2o + k.1, a)

Gornje jednadzbe imaju prednost da su I/,r e i 7. konstantni izrazi,

(4.93)
(4.94)
C )+ RHI:”HI + Rzll+1 tir-:l X r[iC + I_lwl + wl x (I_lla)tl) (495)
+ k; z+]q1+l m; zllnprl + kr 1+lqz+]I w zmM
+k,1, @, ' +F,d +F,sgn(d,)  zatranslacijski zglob
(4.96)

V4 F.9 +F, sgn(9)  zarotacijskizglob

Sto uzrokuje da je

z,=[0 0 1]".
@, Py — 0> Py
9>91-91 | (4-89) (4-90) (4-91) o
g (4-92) (4-93) fiom 1 (4-96) 7
oLy Bl 0l ——— (08
n—1 n 2
a)n—]’ nl’pnl’pc f22 ILlZZ
9,:9,-9 I
T n | (4-89) (4-90) (4-91) o r
(4-92) (4-93) S, ——»| (496) " »

noosn scH e - n—1
w ,wnapnapcnaa)mn

| T

(4-94)
(4-95)

T

n+l n+l
fn+l b lun+1

—»

Slika 4.6. Racunarska struktura Newton-Eulerovog rekurzivnog algoritma.
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Sumarno, rekurzivni algoritam, za zadane pozicije, brzine i ubrzanja zglobova, izvodi se u slijedece
dvije faze:

e Sa poznatim pocetnim uvjetima @, py — g, 1 @, , koristenjem izraza (4.89), (4.90), (4.91),

i

(4.92)1(4.93) za i=1,...,n, ratunaju se ;,o;, p;, p. i @, .

n+l n+l

e Sa poznatim krajnjim (rubnim) f")' i m); , koriStenjem izraza (4.94) i (4.95) za i=1,....n,

racunaju se f' i m;. Nakon toga se pomocCu izraza (4.96) racuna ;.

Racunarska struktura algoritma je shematski prikazana na Sl. 4.6.

Primjer 4.2 Dvosegmentna planarna ruka
U ovom primjeru ¢e se ilustrirati primjena Newton-Eulerovog algoritma na dvosegmentnu planarnu

ruku.
Zadani su pocetni uvjeti za brzine i ubrzanja:

pg—g{;:[o g O]T wf;:ce)g:o,

1 rubni uvjeti za sile:

Budu¢i da se svi vektori posmatraju u odnosu na trenutni koordinatni sistem segmenta, dobivaju se
slijede¢i vektori konstantnih iznosa:

lC

T 1 2 _
He = 0 r, =0 Khce, = 0 h, =

| a; lcz

gdje /. 1 I, idu sa negativnim predznakom. Matrice rotacije potrebne za transformaciju iz jednog u

drugi koordinatni sistem su:

¢, -s, 0
R'=|s, ¢ 0], i=12 R; =1
0 0

Nadalje se pretpostavlja da se osi rotacije dva rotora podudaraju sa respektivnim osima zglobova, tj.
2 =2,=[0 0 1" zai=12.

U skladu sa jednadzbama (4.89)-(4.96), Newton-Eulerov algoritam zahtijeva izvodenje slijedec¢ih
korka:

e Rekurzija prema naprijed: segment 1
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S
Il
L © O

—_

o O

o

_al'glz + 85,
pl1 = allgl + 8¢,
0

-l + 511)912 + gs,

.1

Pc = (Zc1 +a1)‘§1 + 8¢,

0
0
@, =| 0
krllgl
e Rekurzija prema naprijed: segment 2
C o
o= 0
9+
C o
@>=| 0
4+, |

a,s,9 _a1021912 _az(gl +‘92)2 + 85,
Pi = a1021§1 +a2(1§1 +1§2)+a1s2912 + 8¢,
0

alsz‘gl - alczgl2 - (Zc2 +a, )(‘91 + L92)2 + 85,
I'iéz = alczlgi1 +(e, + az)(lgi1 + 92) + a152912 + gc,,
0
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0
P
9 +k.,9,

e Rekurzija prema unatrag : segment 2

mz(alsz‘gl _alczgl2 _(lc2 +a2)(191 +‘92)2 +851,)
f22 = mz(alczé}i1 +(ZC2 +a2)(1§1 +1§2)+a1s2912 + gc,,)
0

sk

ES
P LB+ 3) v mye +ay) (8 +8) +mya, (g, +a,)e,d

52
+m,a, (lc2 +a,)s, 4 +m, (lcz +a,)ge,

7, =(,.. +m, ((ZC2 +a2)2 +a1(lC2 +az)cz)+kr2]m2 )191

"‘mz(lc2 +a2)2 +kr221m2 )‘92 (4.97)

2zz

+(/

2zz

12
+m,a, (Zc2 +a,)s, 9 +m, (ZCZ +a,)gc,-
e Rekurzija prema unatrag : segment 1

- m,(lo, +a,)s, (31 + 19'2)—ml(lc1 +a1)1912 —mzalzglz_
—m, (I, Jratz)cz(lS"1 +192)2 + (m, +m,)gs,
fl1 = ml(lcl +a1)1§1 +m2a1¢91 +n12(lc2 +az)cz(1§1 +1§2)
—mz(lc2 +a2)s2(91 +192)2 +(m, +m,)gc,
0
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_ ) -
*
flzzgl + mzafgl +m, (lc1 +a, )2 91 +m,a, (lc2 +a, )szgl
u = +1,.. (4 +9)+mya, (., +a,)c, (3 +3,)
+my(le, +a,)' (9 +3) +k,1, 9,
+mya, (I, +a, V8,97 —m,a, (e, +ay)s, (4 +3)
i +m, (lcl +a,)gc, + m,a,gc, +m2(lc2 +a,)gc,
ry = +m (e +a) +kiL, +1,. +my(a] +(c, +a,)" +2a,(., +a,)c,))d,

+ (L, +my (e, +a,) +a,(e, +a,)c,) +k,,1, )5, (498)
=2mya,(l, +a, )s, %9, —m,a, (e, +a, )s, %

+(m, (lcI +a,)+m,a,)ge, +m, (lc2 +a,)gcy,.

Momentne komponente oznaCene sa ‘*’ nisu se raCunale jer nisu povezane sa zglobovskim
momentima 7, 1 7.

Rezultiraju¢i Newton-Eulerov model je identican Lagrangeovom (4-68), jer vrijedi:

m o =m; +m,

mllc1 =m, (, —ay)

2 2
1., +mllCI :Ill +m (l, —a)) +1m2

(4.99)
m,=m,
mzlc2 =my, (l, —a,)

2 2
1, +m21c2 _112 +mlz(lz —a,)".
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