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Osnovni pojmovi o estimaciji parametara | 32:°
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= Estimacija je proces procjene vrijednosti veliCina| ¢
od interesa na temelju dostupnih mjerenja, koja
su uglavnom posredna, netaéna i/ili neizvjesna 2/76

(nesigurna).

» Estimaciju su prvi koristili Laplace, Legandre i Gauss
za odredivanje orbitalnih parametara planete.

» Estimacija se moze koristiti u mnogim podrucjima:
» StatistiCko zakljuCivanje (izbor najboljeg rjesenja iz
diskretnog skupa mogucih rjeSenja).
» Odredivanje polozaja i brzine pokretnih objekata —
slijedenje (tracking).

v Primjer: estimacija stanja pokretnog objekta na
temelju mjerenja dobivenih iz udaljenih
senzora, postavljenih na fiksnim lokacijama ili
pokretnim platformama.
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» Upravljanje sistemima uz prisustvo
neodredenosti (Sum i/ili nepoznati parametri) —
identifikacija parametara, estimacija stanja i 3/76
stohastiCko upravljanje.

» Odredivanje parametara matematickog modela
radi predvidanja stanja stvarnog sistema —
identifikacija sistema.

v Primjeri: estimacija parametara leta aviona,
estimacija parametara rotorskog kruga
asinhronog motora, estimacija parametara
hoda noznog robota, estimacija parametara
kontakta kotacCa i podloge,...

» Odredivanje svojstava prenesene poruke na
temelju zasumljenog primljenog signala — teorija
komunikacija.



Osnovni pojmovi o estimaciji parametara | 32:°

> Odredivanje nekih parametara ili znacajki signala| «°

ili slike — obrada signala/slike, ...

= Gauss je u svojim istraZivanjima do$ao do sljedeéih ~ #/7°
zakljuCaka o estimaciji:

>

>

YV VYV

Matematicki model sistema je dostupan, ali su
neki parametri nepoznati i treba ih estimirati.

Neophodni su redundantni podaci za
smanjenje u€inaka pogresaka mjerenja.
Rezidui trebaju biti Sto je moguce maniji.
Netacnosti mjerenja zahtijevaju primjenu
pristupa modeliranja zasnovanog na teoriji
vjerojatnosti.

Kombinacija po€etnog znanja i slijeda
naknadnih mjerenja vodi ka primjeni koncepta
rekurzivnih algoritama.



Osnovni pojmovi o estimaciji parametara e

Optimalni estimator je algoritam koji estimira oo

promatranu velicinu obradujuci dostupna
mjerenja i optimirajuéi odredeni kriterij. 5/76
Prednosti koristenja optimalnog estimatora: najbolje
iIskoristenje podataka i znanja o sistemu |
poremecajima na sistem.
Nedostaci: moguca osjetljivost na pogreske
modeliranja, moguca velika raCcunarska slozenost.
VeliCine (varijable) koje se estimiraju:
» Parametar - vremenski nepromjenjiva (ili sporo
promjenjiva) veliCina (skalar, vektor ili matrica).
» Stanje — vremenski promjenjiva veliCina
dinamiCkog stanja (obicno vektor).
Estimatori se dijele na: estimatore parametara
(identifikacija parametara sistema) i estimatore stanja.




Identifikacija procesa 0oos

= Postupak identifikacije procesa °

= Eksperimentalno matematicko modelliranje
sistema na temelju skupa izmjerenih vrijednosti

6/76

ulaznih i izlaznih signala sistema naziva se
Identifikacijom sistema.

» Postupak identifikacije procesa odvija se u nekoliko
osnovnih koraka:

Izbor strukture modela procesa;

Prikupljanje ulazno-izlaznih podataka, tj.
mjerenje vrijednosti ulaznih i izlaznih signala
procesa;

Izbor kriterija kvalitete modela procesa;
Estimacija parametara modela procesa;

Izbor optimalne dimenzije modela I njegovo
vrednovanje.
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Dijagram toka postupka
identifikacije procesa

Identifikacija sistema —
potrebno je prvo
odabrati model sistema,
a nakon toga estimirati
parametre modela.



Identifikacija procesa

* Tok postupka identifikacije

» Postupak identifikacije procesa odvija se u nekoliko

koraka.

u(k)

y(k)>
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Estimacija parametara
modela procesa s ciljem
minimizacije kriterija
kvalitete

Kriterij
kvalitete
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Identifikacija procesa oo

Dovodenje pobudnih signala u(k) na ulaz procesa i
modela izabrane strukture i pocCetnih vrijednosti
parametara.

Racunanje izlaznih signala hipotetiCkog modela sa
inicijalno pretpostavljenim vrijednostima
parametara, oznadenih sa y(k) .

Uporedivanje y(k) s mjerenim vrijednostima izlaznih
signala procesa y(k), iz ¢ega se racuna signal
pogreske &(k).

9/76

Parametar k£ oznaava vremenski trenutak ¢ = k7,
gdje je T konstantan period uzorkovanja.
|z sighala pogreske raCuna se iznos Kriterija

kvalitete (performance criterion ili performance
index), koji predstavlja mjeru veliCine pogreske.
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Identifikacija procesa 00
Iznos kriterija kvaliteta iskazuje ovisnost oo
pogreSke o parametrima modela procesa ©. o

Zatim se nekim od iterativnih numerickih postupaka
minimizacije estimiraju vrijednosti parametara
modela koje minimiziraju kriterij kvalitete.

Na kraju postupka dobiveni model procesa se
podvrgava testu vrednovanja.

Ponekad se umjesto jednog modela identificiraju

parametri grupe modela, gdje se najprije izabire

najbolji model, a zatim se on podvrgava testu
vrednovanja.

NajCesSce model procesa dobiven u prvoj iteraciji ne
prolazi test vrednovanja, pa se neki koraci postupka
identifikacije moraju ponoviti vise puta, zbog Cega se
postupak identifikacije gotovo uvijek provodi iterativno.
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* Opis nelinearnog dinamickog procesa diskretnim
jednadzbama u prostoru stanja:
11/76

x(k+1)=glk,x(k),u(k),w(k))

y(k) = h(k, x(k), u(k),v(k))

(1)

u(k) - vektor ulaznih signala procesa;

x(k) - vektor varijabli stanja procesa;

y(k) - vektor izlaznih signala procesa;

g - vektorska funkcija koja opisuje dinamiku procesa;
w(k) - vektor slucajnih varijabli, tzv. procesni Sum;

v(k) - vektor sluCajnih varijabli, tzv. mjerni sum;

h - vektorska funkcija koja opisuje ovisnost izlaznih

signala procesa o varijablama stanja, ulazima i smetnjama.
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* QOd primarne vaznosti je poznavanje funkcije koja
opisuje ulazno-izlazno ponasanje.
12/76

» Jedan od nacina prikaza je:

y(k) = f(k,u"", p ™) +v(k) (2)

gdje su:

f - vektorska funkcija koja opisuje ovisnost izlaznih
signala procesa o ulaznim signalima;

' = ()1 =D = [t (D)o, (Dot (k=1 10, (k=D

matrica dostupnih mjernih vrijednosti ulaznih signala
procesa u (k-1) -tom trenutku, dimenzije (k-1)xn;

V=@ =D =0 @y, Qe (=1) sy, (k=D [
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Identifikacija procesa S:.
y*“* matrica dostupnih mjernih vrijednosti izlaznih
signala procesa u (k-1)-tom trenutku, dimenzije
(k-1)xn; 13/76

V=@ = [0, @y k=D, (k-1

matrica dostupnih mjernih vrijednosti mjernog Ssuma u

(k-1)-tom trenutku, dimenzije (k-1)xn;

* Prvi Clan jednadzbe (2) je funkcija proslin mjernih
vrijednosti ulaznih i izlaznih signala procesa, drugi
clan je neovisan o njima pa se ne moze niti
identificirati.

* Problem identifikacije se svodi na pronalazenje
aproksimacijske funkcije funkciji f.



Identifikacija procesa

» Kao aproksimacijska funkcija uobiCajeno se
primjenjuje funkcija definirana vektorom parametara

@ sa konacnim dimenzijama:

fyeu' ™y, 0)

= Parametri funkcije f,, odreduju strukturu modela

procesa.

y(k) = fy(ku"",y",0)

= Vektor izlaznih signala modela procesa y(k)
izraGunava se u (k-1)-om koraku, na osnovu

(3)

(4)

dostupnih mjernih vrijednosti ulaznih i izlaznih signala

procesa [u"™, "] u tom trenutku.

14/76



Identifikacija procesa

= Vektor y(k) predstavlja procijenjenu vrijednost
vektora izlaznih signala procesa u k-tom koraku y(k)
izracunatu jedan korak unaprijed, u (k-1)-om koraku.

* Model (4) naziva se predikcijski model procesaili

jednostavno prediktor, a vektor signala pogreski
izmedu izlaznih signala procesa i modela dan sa:

naziva se vektorom predikcijskih pogresaka.

= Nakon Sto je odabrana struktura modela (4) potrebno
je estimirati vrijednosti parametara modela @ =@ uz
koje je predikcijska pogreska najmanja, odnosno uz
koje izlaz modela predstavlja oCekivanje izlaza

procesa.

e(k) = y(k) - y(k)

y(k) = fyy(k,u" ™, y*,0") = E{y(k)}

15/76
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= Kada je zadan kriterij kvalitete, optimalne oo
vrijednosti parametara modela se estimiraju
odgovarajué¢im numeriékim postupcima. 16/76

» Estimacija koristi skup mjernih podataka ulaznih i
izlaznih signala procesa r = 1,..., N prikupljenih
eksperimentom.

= Vektor predikcijske pogreske za r-ti vektor mjernih
podataka oznaden je sa &(7,0).

» Model procesa moze se smatrati dobrim tek kada
ukupna predikcijska pogreska &” (@) na &itavom
skupu mjernih podataka poprimi najmaniji iznos (off-
line identifikacija).



Identifikacija procesa 00s
= Ukupna predikcijska pogreska moze se prikazati oo

kao matrica dimenzije n <N koja se dobije

slaganjem vektorae(r, @) : 17/76
£ (0)=["10),.,¢" (N,0)]
_[6,0,0),....5,(LO),..5,(N,O),...s. (N,0)]

* |znos ukupne predikcijske pogreske mjeri se
Kriterijem kvalitete, koji moze biti bilo koja norma u
prostoru vektora (5).

= Najcesce je kriterij kvaliteta definiran normom
oblika:

J(©)=) J,(0)=) I(:(r.0))




Identifikacija procesa
» U prethodnom izrazu su:

J(0) - iznos kriterijske funkcije na r-tom mjernom
uzorku, tzv. lokalna funkcija gubitaka;

[() - skalarna, obi¢no pozitivna, funkcija.

= Standardno se za funkciju /(-) uzima kvadratna
norma:

I(s(r, @) = %gz(r,@)

uz koju kriterij kvalitete postaje euklidska, odnosno
L,-norma:

18/76

r=1 r=1 i=1

J(O) = %ZJ (r,0)e(r,0) = %Z > &X(r,0) = %g*T (@)’ (O)




Identifikacija procesa o
= Dobra svojstva ovog kriterija kvalitete su:

» dvostruka derivabilnost po parametrima modela.| ..

» Jednostavnost analize dobivenih rezultata.

= Optimalne vrijednosti parametara modela procesa @~
mogu se definirati kao argument koji minimizira kriterij
kvalitete:

O" =argmin(J(O))

» Postupci vrednovanja modela procesa (model
validation) predstavljaju zavrSnu fazu postupka
identifikacije procesa.

» Njihova zadaca je objektivho vrednovati identificirani
model procesa, odnosno ocijeniti stupan;
podudarnosti njegova ponasanja s ponasanjem
stvarnoga procesa.



Identifikacija procesa

= Usporedbu ponasanja modela procesa i
stvarnoga procesa treba provoditi na podacima
koji nisu koristeni za estimaciju parametara
modela (podaci za vrednovanje).

= Za vrednovanje modela procesa koriste se
parametarski | korelacijski postupci.

= Parametarski postupci vrednuju identificirani model
procesa usporedujuci ga s modelom vece dimenzije,
pri tome se model vecCe dimenzije ne identificira, vec
se postupci vrednovanja zasnivaju na procjeni iznosa
kriterija kvalitete modela veCe dimenzije na temelju
iznosa kriterija kvalitete identificiranoga modela.

» Korelacijski postupci vrednovanja modela temelje se
na izracunavanju autokorelacijske funkcije
predikcijske greske i medukorelacijskih funkcija
odredenih kombinacija raspolozivih signala procesa.

20/76



Estimacija parametara — model sistema oo

* Opc¢i model diskretnog linearnog SISO modela s
konstantnim parametrima:

21/76

B(q) C(q)
A k) = ulk e(k
(q)y(k) (q) ( )+D(q) (k)

g* — operator kasnjenja za jedan korak diskretizacije:

a7/ (k)= f(k=1)

u(k) — upravljacki ulaz (ulazna varijabla);
y(k) — izlaz procesa (izlazna varijabla);

e(k) — sluCajni poremecaj (nezavisna nekorelirana
sluCajna poremecajna varijabla sa srednjom
vrijednoscu 0 i standardnom devijacijom o);



Estimacija parametara - model sistema o
* Opc¢i model diskretnog linearnog sistema:

le(k) 22/76
C(q)
D (q)
u(k) | B(q) ’é | 1 k)
F(q) A(q)

A(g) :1+ alq_l 4+ .. +anaq—na’ B(q) :1+b1q_1 -|-..._|_ban_”b
C(Q) — 1+Clq_1 T +Cncq_nci D(Q) — 1+ dlq_l el o dndq_nd
F(q)=1+ flq_l _|_..._|_fnfq—nf



Estimacija parametara - model sistema o
* Prikaz modela procesa u ARMAX obliku:

A(q)y(k) = g~ B(q)u(k) + C(q)e(k) + H (q)v(k) + w(k) | 2376

gdie su:  4(g)=g™ + a,q" "t a, (6)
B(q)=byq" +bg" "+ +b,
Clq)=q" +cg" "+ +c,
H(q) =hoq" +mg"" ++-+h,

w

w(k) = wy +w,g+w,q° +--+w _q"
u(k) - upravljacki ulaz (ulazna varijabla);
y(k) - izlaz procesa (izlazna varijabla);

e(k) - sluCajni poremecaj;
v(k) - mjerljivi poremecaj; w(k) - drift (posmak)



Estimacija parametara - model sistema oe

* Prikaz modela procesa u ARMAX obliku:
v(k)  w(k) e(k)

L]

H(q) C(q)

24/76

u(k) x(k) @ (k)
— q9B(q) — 1/A(Q) >

= Drift w(k) je modeliran kao polinomska vremenska
funkcija.

= Vecina slucajeva drifta moze se pokazati s w(k) = w,.
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Estimacija parametara - model sistema ooes

= Alternativni prikaz modela procesa: oo
A" (g ) y(k) = 25/76

g “B" (g Ju(k)+C"(q " )e(k) + H (g )v(k) + w(k)

gdje su:

A (g =1+aq " ++a,q"
B (g )=b,+bg+--+b,q", b, #0

C'(g7)=1+cg "+ +c,q
H (q)=hy+hg +-+h,qg", hy#0
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= Parametrizacijom ARMAX modela procesa (6) u
regresijskom obliku dobiva se:
26/76

y(k)=0" (k-Dp(k) +e(k) =9 (k)O(k -1)+e(k) ()

gdje su: @ - vektor parametara procesa, @ - vektor
regresije, e — poremecajni signal (bijeli Sum sa E{e}= 0)
= Vektor regresije:

T _
[/ (k)—[gfk—l Y2 7 Vienali-a UYr-a1 7 Uia-m
r:; nbv+1
nw
Vi Vier T Vk—nhj- koo k €1 Cr2 T ek—ng]

4 A4

nh+1 nw+1 nc



Estimacija parametara - LSM S:'
= Vektor parametara procesa:
o' (ky=[-a, -a, -~ —a,b, b - b, 27/76
) na a nb+1 ’
f’o hy - hn@yvo Wy =0 WG G Cng]
nh+1 nw+1 nc

= U navedenom modelu, nepoznati parametri procesa
su linearno ovisni, tj. izlazni signal linearno ovisi o
parametrima.

= Ukoliko ne poznajemo e(k), $to predstavlja sekvencu
nekoreliranih bijelih Sumova, predikcija od y(k) je:

y(k@)=0" (k-1)p(k) ®)
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Estimacija parametara - LSM Sose
T . . . o0
= Vektor predikcije izlazne varijable estimira njenu o
vrijednost uz vektor parametara @ iz proslih koraka:
28/76

y(k-1), u(k-1), i=1,2,...
= Predikcija linearno ovisi o vektoru @.

= Ako je e(k) sekvenca neovisnih slu¢ajnih varijabli sa
E{e}=0, tj. sekvenca bijelog Suma, tada je pogreska

predikcije:

(k) = vik) = v(kl@)
\ \"%"/ s\ | V4

IV/ /

* Uz poznatu strukturu modela procesa i mjerne
podatke iz vektora ¢ izlazna varijabla sistema

opisuje se sa:

y(k) = 9" (k)@ +&(k)

(9)



Estimacija parametara - LSM

= U jednadzbi (9) oznake imaju znacenja:
® - vektor estimiranih parametara modela;
§(k) - pogreska estimacije u trenutku k.

29/76

» Cilj je odrediti @ takav da pogreska estimacije £(k)

bude minimalna:

8(k) = e(k) + 9" (k)[© - O]

= Ako se postigne @ = é tada vrijedi:

sk)~e(k) za @~O




Estimacija parametara - LSM

* Model (9) moze se zapisati u vektorskom
(matricnom) obliku:

(@)
y(2)

Y(N)

o' ()
o' (2)

o' (N)

e
£(2)

(V).

= Da bi se mogao naci é mora biti N 2 n,
aproksimacije), gdje je n,,, broj estimiranih

parametara u vektoru @ :

P

n_.=na+nb+1+nh+1+nw+nc

ar (

(10)

problem

30/76



Estimacija parametara - LSM

* Kada je N = n,,, imamo interpolacijski problem i
jednadzba (10) moze se predstaviti kao skup
linearnih jednadzbi sa Ny nepoznatih parametara.

= Za uspjesnu estimaciju, sistem mora raditi dovoljno
dugo da se formira N vektora podataka, gdje je

Nzn,, (liN>>n,,).

= Linearna metoda najmanjih kvadrata (LS metoda
- LSM) je najvise koristena estimacijska tehnika
za ove probleme.

= Bududéi da imamo vise mjerenja (N) nego
nepoznatih parametara (n,,,), moramo izabrati
estimator od @ koji minimizira efekt pogreski.

31/76



Estimacija parametara - LSM oo

» Jednadzba (10) moze se ponovo napisati u obliku
(staced form):

~ — 32/76
Y =®O+E (1)
gdje su:
BN o) A
] Ry
v _ y(:2) o= 7| B 8(:2)
V(N)_ o' (N) &(N)
odnosno:

E=Y-®0 (12)




Estimacija parametara - LSM
= LS princip glasi:

Suma kvadrata razlike mjernog vektora Y i
estimiranog izlaznog vektora mora biti

minimailna.

» Suma kvadrata pogreski sa jediniCnim tezinama (LS

Kriterij) moze se definirati kao:

J(é)—iiéz(k)—iATl:Z—
e 2

1

21l

E

2

= (Otezana suma kvadrata navedene razlike:

33/76



Estimacija parametara - LSM o
» LS kriterij, odnosno kriterij najmanjih kvadrata, je:

1 -~ 34/76

J(@)_E — (Y —D0)" (Y — DO)

JO)=Y'Y-Y O -0 "®'Y +0 & dO

= Postavljanjem na nulu derivacije od J (@) s obzirom
na @ za stacionarnu tacku (matrica Jacobiana)
dobiva se ekstrem:

0J(O)

2 _pTPpO-Y'd=0  (13)
00




Estimacija parametara - LSM

= Minimum se postize uz pozitivnu drugu derivaciju

Kriterija po parametrima @ (Hessian):

52J(0)
5’0

—Pp'Pp>0

35/76

= Hessian od J (é) ¢e biti pozitivno definitna matrica

ako i samo ako @ ima puni rang.

» LS estimacija parametara daje (iz jednadzbe (13)):

N

O, =D D)'d'Y=0DY

gdje je @? pseudoinverzija od @.

(14)



Estimacija parametara - LSM 3L

= Pseudoinverzna matrice @ postoji ako i samo °

ako matrica @ ima puni rang, Sto je zadovoljeno
uz stalnu pobudu sistema test signalom.

36/76

= Drugim rije€ima, pseudoinverzija od @ postoji ako
je @T® nesingularna matrica i to ée biti
zadovoljeno kada @ ima puni rang, tj. kada je
signal perzistentan (stalno pobudujuci).

* Rezultantna pogreska ugadanja (fitovanja),
odnosno pogreska estimacije je:

E=R" =[5 57(2)...n(N)]

gdje se komponente od R nazivaju reziduima
(ostacima).




Estimacija parametara - LSM
* |z jednadzbe Y = @@ + E slijedi:

E=R" =Y -®0,,

» |z prethodne jednadzbe proizlazi:

'Y =0"PdO, . + DR

Sto kombinirano sa:

Ve

O, =@ D)'DY

daje:

® ' R=0

37176



Estimacija parametara - LSM S:'
» |z definicije rezidua:
R=(Y - ¢éLS) 38/76

| uvjeta:

® ' R=0
[p(1) @(2) ... (N)]R=0

proizlazi:

> y(k-i)(k)=0 Vi=12,.,na
k=1

N
u(lk—in(k)=0 Vi=1.2,..,nb+1

k=1




Estimacija parametara - LSM S:.
= Za veliki N, uvjeti poprimaju oblik:
E{y(k—i)n(k)}=0 Vi=12,.,na 39/76

F{u(k —)n(k)}=0 Vi=1,2,..nb+1

e

= Za @, uzimajuci podatke od 1 do £ estimirani
parametri imaju oblik:

o

O, = (D' (k)P(k))" @' (k)Y (k)| (15)

= U trenutku k£ + 1 dobivaju se nova mjerenja iz procesa:

@) ] (@)
¥(2) 0 (2)
Y(k+1) = : :{ Zc(i)l)} @D(k+1) = : :{ Tflikjl)}
Y ¢
y(k) o' (k)
_y(k +1)_ _q)T(k +1)_



Estimacija parametara - LSM o
= U trenutku & + 1 estimirani parametri su:

0, (k+1) = (@ (k+)D(k+1) D" (k+D¥ (k+1)| 2016

= Slijedi da je:

®(k)

_(pT (k -|—1)_ (16)

=@ (K)D(k)+ ok +De" (k+1)

» Koristenjem prethodnog izraza odreduju se nove
vrijednosti @ (k +1)®@(k +1).

* Problem je odrediti inverznu matricu direktno

(rekurzivnom metodom) bez potrebe za trazenjem
kompletne inverzne matrice u svakom koraku.

» Osim toga potrebno je izradunati i @ (k +1)Y (k +1).

@ (k+D)d(k+1) =[D" (k) ¢o(k+1)]




Estimacija parametara - LSM
Svojstva LS estimatora

= 0, je slucajna varijabla ¢ija se svojstva mogu
analizirati jednadzbom:

y(k) = 9" (k)@ + (k)

koja definira stvarni sistem sa poremecajima.

- éLS karakteriziraju:

> bias (sistemska pogreSka estimiranih parametara)
» kovarijanca (rasprsenje estimiranih parametara

uzrokovanih slucajnom pogreskom).

(17)
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000
000
Estimacija parametara - LSM s
Bias
= KoriStenjem jednadzbe (17) za k= 1,2,..., N dobiva 1176
Se.
Y=DO+E

= Uvrstavanjem u jednadzbu estimiranin parametara:

0, =(® ®)'d"Y
dobiva se:

N

O, =P D) D PO+ D E|=0(D D) D E

» Srednja devijacija estimiranih parametara od njihove
stvarne vrijednosti odredena je sa:

N\

0,-0=(@ ®)'dE




000
Estimacija parametara - LSM oo
= Kada su podaci u @ deterministicki i srednja
vrijednost e(k) jednaka nuli, oéekivanje pogreske Py

parametara je:

E{O,,-0}=(®"®) @ "E {E}=0

= Ukoliko su elementi matrice @ sluéajni, ali nezavisni,
tada imamo:

E{0,; -0} = E,{(®" D) ' ®"}E {E}=0

* |ndeksi £'i @oznacCavaju da se radi o oCekivanju s
obzirom na E i @ objekte.

» Zakljucak: neophodna je asimptotska nekoreliranost
Suma e i podataka @ za estimaciju bez pogreske.




RLS estimator

» U nastavku se opisuje estimator zasnovan na
metodi najmanjih kvadrata, tzv. RLS (Recursive
Least Square) estimator.

= Osnovna svojstva RLS estimatora su:

> Ne osvjezavaju se svi podaci u svakom koraku .

» Ne racuna se cijeli:

0, (k)

» Dodaje se samo jedan novi podatak i raCuna se:

éLS (k+1)

» Radi se o rekurzivnhom algoritmu.
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4
RLS estimator oo
= Blok dijagram RLS estimatora. oo
o) | sistem y(k) » e
0]

e(k) = y(k) - y(k)
>

v,

—> é(k +1)

(k) = 9" (k)O(k —1)

Mehanizam
4_

osviezavanja |g(k) = y(k)—¢' (k)é(k -1)




RLS estimator
» Uvrstavanjem vrijednosti za:

®" (k+1) i Y(k+1)

uizraz (16) dobiva se:

" (k+1)Y(k+1) =[D" (k) o(k+1)]

=" (k)Y (k) +o(k+1) y(k +1)

Y

y(k+1)

46/76

= Uvodenjem oznaka: P(k) =[®" (k)@ (k)] ; B(k) = ®" (k)Y (k)
jednadzbe estimiranih parametara u ki k+1 koraku

postaju:

0, (k) = P(k)B(k)

0, (k+1) = P(k+1)B(k +1)




RLS estimator
= Za

' (k+D)D(k+1) =D (k)D(k)+ ok +De" (k+1)
slijedi:

P k+) =P (k)+ok+1o" (k+1)

= Za

@' (k+1)Y(k+1) =" (k)Y (k) +p(k+1)y(k+1)

slijedi:

B(k+1) =B(k)+e(k+1)y(k+1)

* Druga jednadzba daje direktno osvjezavanje
(update) iz B(k) u B(k+1), kao i P(k+1) iz P(k) iz
prve jednadzbe, odnosno one omogucuju
rekurzivno racunanje novih vrijednosti.
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RLS estimator

» Kako se radi rekurzija i osvjezavanje — Lema
inverzije matrica (Matrix inversion lemma):

Neka su:

A=P'(k), B=o(k+1), C=1, D=9" (k+1)

matrice kompatibilnih dimenzija tako da postoji

produkt i suma oblika:

A+BCD =P (k) +o(k+1)o" (k+1)

tada vrijedi:

48/76

[A+ BCD] " =A"—A"B[C " +DA'B] 'DA™




RLS estimator

Uzimajuci vrijednosti matrice prema polinomima
estimacije dobiva se:

[P (k) +p(k+Do’ (k+1)]™
P(R)o(k+Do" (k+1)P(k)
1+ " (k+1)P(k)o(k+1)

= P(k) -

= P(k) je pozitivno definitna matrica jednaka _

kovarijantnoj matrici od @(k) s oCekivanjem @, .

* Ovom lemom rijesen je problem inverzije

matrice u svakom koraku (dijeljenje sa skalarom u

svakom koraku).
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RLS estimator T

* Temeljem prethodne leme imamo:

P(K)p(k+De" (k+1)P(k)| ' sor7e
1+ ¢ (k+1)P(k)p(k+1) | (18)

P(k+1) =P(k)-

= Smjenom y(k+1) iz jednadzbe
2k+1) = y(k+1) — " (k+1)0, (k) = y(k +1) — P(k +1)
u jednadzbu:

B(k+1)=B(k)+e(k+1)y(k+1)

dobiva se:

B(k+1) = B(k) + p(k +Do” (k +1)0O, (k) + p(k +1)e(k +1)




RLS estimator e
* |z jednadzbe

R 51/76
Pk+0)0, (k+1) = f—l (k) +o(k+Do" (k +1) |05 (k) + p(k +De(k +1)

PL(k+1)

mnozenjem sa P(k+1) dobiva se:

O, (k+1) = O, (k) + P(k + D)k +1)e(k +1)

- (19)
K (k+1)

gdje je K(k+1) matrica pojacanja (faktor pojacanja).



RLS estimator

RLS estimator - sumarno

0, (k+1) =0, (k) + P(k +1)p(k +1)ek +1)

etk +1) = y(k+1) — " (k +1)0, . (k)

P(k+1)=P(k)-

P(K)o(k+Do" (k+1)P(k)

1+ (k+1)P(k)o(k+1)

52/76
(20)

(21)

(22)



RLS estimator

RLS estimator — Pseudokod

K.: Inicijalizacija algoritma sa P(0), @(0)

K,: Formiranje ¢(k +1) z novih mjerenih podataka
K,: Formiranje &(k+1)iz novih mjerenih podataka

ek +1) = y(k +1) — " (k+1)O(k)
K,: Izracdunati P(k+1)

Pk +1) = P(k) — P(k)p(k+Do" (k+1)P(k)

1+ " (k+D)P(k)p(k+1)

Ks: Izracunati é(k +1)

Ok +1) = O(k) + Pk + D op(k +1)e(k +1)

K,: Cekati sliedeci korak diskretizacije i i¢i na K,.
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RLS estimator S

* Navedene jednadzbe (jednadzbe RLS estimatora)
mogu se zapisati i u sljedec¢em obliku:

K(k+1)=PK)ok+D[I +¢" (k+1)Pk)o(k+1)]"
P(k+1) =[I-K(k+1o" (k+1D]P(k)
Ok +1) = O(k) + K (k +D[y(k +1) — " (k +1)O(k)]

54/76

(23)



RLS estimator
Svojstva RLS algoritma:

Estimira samo koeficijente od 4 i B.
Ne daje dobre rezultate ako se koristi obojeni sum.

Ne pohranjuju se svi podaci, mali zahtjevi na
memoriju.

Prikladan za on-line estimaciju.

Nije potrebno, za razliku od LS-a, raCunati inverziju
matrice @ .

Problem: izbor pocetnih vrijednosti é(O), P(0) .
Jednostavno maodificirati u real-time algoritam.
Centralni dio adaptivnog sistema.

Koristi se u detekciji kvarova kako bi se prepoznale
znacajnije promjene u sistemu.
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RLS estimator e
Zeljena svojstva rekurzivnih algoritama:

» Brza konvergencija. 56/76

» Konzistentne estimirane varijable (u slucaju
vremenski invarijantnog sistema).

» Dobro slijedenje (u slucaju vremenski
iInvarijantnog sistema).

» Racunarski jednostavan.
Trade-off
» Konvergencija vs. slijedenje.

» Racunarska slozenost vs. tacnost.



Inicijalni uvjeti RLS estimatora o
* |nicijalizacija poCetnih parametara estimatora:

= Vektor regresije ¢(0).

R 57/76
= Pocetni vektor parametara @ (0).

= Pocetna matrica kovarijance P(0).
= Ako je P(0) malo tada ¢e K(k+1) biti malo i @, (k +1)
se nece mnogo promijeniti.
= Ako P(0) poprima velike vruednostl s (k+1) ¢ese
brzo mijenjati i udaljavati od @,,(0).
= U praksi se najceSce uzima:

éLS (0)=0, P)=pl

gdje je p konstanta.

= Veliki iznosi p su dobri ako je inicijalna vrijednost od éLs (0)
neizvjesna.



000
000
Inicijalni uvjeti RLS estimatora s
Efekt inicijalnih vrijednosti
* Primjer 1. Promatra se sistem: £8/76
y(k)—0.9y(k-1) =1.0u(k-1) +e(k)
* u(k) je binarni bijeli Sum
* ¢(k) je bijeli Sum srednje vrijednosti 0 i varijance 1.
» |dentificirati sistem koriStenjem RLS metode sa 250
taCcaka (podataka).
= Parametri su incijalizirani sa:
- 1 0
#0)=0, P0)=p 0 1 za p=0.01, 0.1, 1, 10




Inicijalni uvjeti RLS estimatora

Efekt inicijalnih vrijednosti
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Inicijalni uvjeti RLS estimatora
Efekt inicijalnih vrijednosti

2 . : . :
——p =0.01
V| — =01
. | —p=
1 . 5 _l | ,Illl:__:::l ._ NI o p — 1 D n
| I|I " -
I\ I| W |
|| I| I W W\ N .
| [y R .\\.
< hQ 1 T AR F— “'frj:kv_\’l"‘"mu,:\—\ T e
| Ao\ e T T T
N -
rll'\.ll || ) R T T T -~
0.5¢ || a P |
. o
i /
f _ /" ~
| . N_’/’
D I-"le.\--qJ | | A |
0 50 100 150 200 250

60/76



Inicijalni uvjeti RLS estimatora
= Velike i umjerene vrijednosti p (npr. p = 1i p =10)
vode ka slicnim rezultatima.

= Za veliki p malo povjerenje je dano za é(O) tako da
Imamo brz tranzijentni odziv.

= Male vrijednosti p prouzrokuju mali K(k), sto daje
sporu konvergenciju.
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Algoritmi za sisteme s promjenjivim param.| 322°

= Opisani LS algoritam i iz njega izvedeni RLS ©
algoritam dobro funkcioniraju u slucaju
konstantnih, odnosno, nepromjenjivih 6276

parametara sistema.

= Da bi se navedeni RLS algoritam moga primijeniti
na sisteme sa promjenjivim parametrima mogu se
naciniti sljedece modifikacije, odnosno poboljsanja:

» Eksponencijalno otezavanje podataka.

» Automatska promjena eksponencijalnog
faktora zaboravljanja.

» Resetiranje matrice kovarijance.

» Modificiranje matrice kovarijance.



RLS estimator sa faktorom zaboravljanja EEE:
» Kiriterijska funkcija u LS metodi se modificira na oo
sljedeci nacin:
1 / 63/76
J(0.0)=2) Z ) -9" (8)* (24
k=1

gdje je A faktor zaboravljanja (0 < A < 1).

* Na ovaj nacCin uvedeno je vremenski promjenjivo
otezavanje podataka.

* Najsvjeziji podaci su dani jediniChim otezavanjem, a
podaci koji su stari n vremenskih jedinica sa A".

* Manje vrijednosti 4 znacCe da ce prethodne
vrijednosti biti brze zaboravljene.

= Parametri se adaptiraju tako da opisuju najnovije
podatke.



RLS estimator sa faktorom zaboravljanja

* RLS metoda sa eksponencijalnim faktorom
zaboravljanja postaje:

K(k+1) = P(K)o(k +)[AT + " (k +1) P(k)p(k +1)] ™
[1 - K(k+1)o" (k+D]P (k)

A
Ok +1) = Ok) + K(k +)[y(k +1) — " (k +1)O(k)]

P(k+1) =

* Nedostatak ove metode, RLS sa eksponencijainim

64/76

(29)

zaboravljanjem, jest da se podaci odbacuju Cak i ako

je P(k+1)p(k+1) = 0.
= Ovo implicira da y(k+1) ne sadrzi nikakvu novu
informaciju o parametru 6.

* |z jednadzbi slijedi da P raste eksponencijalno sa A.



RLS estimator sa faktorom zaboravljanja
= Rjesenje @(k +1) koje minimizira J(@,1) je:

t

Ok +1) = (Z A% 0" (k+Do(k+1)

k=1

I

5

> A" (k+1)y(k+1)

k=1

J

* Formula za osvjezavanije slijedi analogiju sa RLS

uvodenjem:

P(k+1):[

4

D Ao (k+ Dk +1)

k=1

l

-1

= |zbor A predstavlja trade-off izmedu konvergencije |

slijedenja.
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RLS estimator sa faktorom zaboravljanja et

= Ako je A mali = stari podaci se brzo
zaboravljaju, povlaci za sobom dobro
slijedenje.

66/76

= Ukoliko je 4 blizu 1 = dobra konvergencija i
male varijanse estimiraninh parametara.

= U navedenom algoritmu A se mijenja od 0.95 do
0.99.

* I[mamo vecu brzinu algoritma estimacije u
pocetku.



RLS estimator sa faktorom zaboravljanja o
= Optimalan izbor A uzima u obzir:

» brzo pracenje promjene parametara (vecCa 67/76
osjetljivost na sum),

» Sto manje oscilacije estimiranih parametara.
= Preporuke za odabir A:

* brze promjene parametara procesa (brzo
zaboravljanje mjerenih signala),

* spore promjene parametara ili ako nema
perzistentne pobude (sporo zaboravljanje).



RLS estimator sa faktorom zaboravljanja et

* Primjer 2. Promatra se problem slijedenja
vremenski promjenjivog sistema:

$(K) = 0.9(k —1) = byu(k —1) + e(k), b, :{

15 t<N/2 °97°

05 t>N/2
* u(k) je binarni bijeli Sum
* ¢(k) je bijeli Sum srednje vrijednosti 0 i varijance 1.

» |dentificirati sistem koriStenjem RLS metode sa 250
taCcaka (podataka).

= Parametri su incijalizirani sa:
. 1 0]
@0)=0, PO = 0 1 za A =1, 0.99, 0.95




RLS estimator sa faktorom zaboravljanja

» Utjecaj promjene faktora zaboravljanja
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RLS estimator sa faktorom zaboravljanja

» Utjecaj promjene faktora zaboravljanja
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0000
RLS estimator sa faktorom zaboravljanja eoes
Analiza rezultata oo

= Smanjenje faktora zaboravljanja - dva efekta: 21776

> dostize tacne vrijednosti mnogo brze,

= Kako se A smanijuje oscilacije postaju vece.
= Za postizanje konvergencije potrebno A = 1.

= Ako je A <1 estimirani parametri se mijenjaju bryo |

= Zbog navedenih razloga cesto je dobro faktor
zaboravljanja mijenjati u vremenu, odnosno, uc€initi
ga vremenski promjenjivim.



RLS estimator sa faktorom zaboravljanja
* Primjer 3. Promatra se sistem

y(k)—ay(k-1) =bu(k -1)+e(k)+ ce(k —1)

gdje su:
a =-0.8, b = 0.5, e(k) je bijeli Sum jedini¢ne srednje
vrijednosti sa standardnom devijacijom c=0.5,¢=0
i _ _

1 O

0(0) =0, P(O):lOO-_O N

» Vektori parametara i regresije su:

O=|~| ok-0)=[-y(k-1) u(k-D)]

|
Sy Q>I
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RLS estimator sa faktorom zaboravljanja

» Rezultati dobiveni sa RLS metodomsa A=11iLMS
metodom sa y= 0.01 i prikazani su respektivho na
slikama a) i b).
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RLS estimator sa faktorom zaboravljanja et

= Za vremensku promjenu parametra A tipi¢an izbor je
uciniti da A(k) tezi eksponencijalno ka 1:

A(k) =1— A (1— A(0))

* Ovo se moze jednostavno rekurzivno implementirati:

74/76

A(k) = A Ak —1) + (L— 4,), uz A, =0.99, 1(0) = 0.95

= Ova vremenska promjenjivost se zatim ukljucCi u RLS
algoritam:

Pk +1)=| 1 -— PRk + Do (k+1) P(k)
- Ak+D)+o" (k+)P(k)p(k +1) | A(k +1)

(26)



Eksponencijalno otezavanje podataka
» Kiriterij za izvod algoritma prelazi iz:

J(é>=§ 2,5 ,(k>—— E"QE

" 1 <
J(0)==) g (k)
“ izl

= QOdabir A odreden:
» brzom adaptacijom
» dobrom estimacijom.

(27)
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Eksponencijalno otezavanje podataka

= Algoritam matrice kovarijance:

P(k+1) =

1

P(K)o(k+1)o" (k+1)

A+ " (k+1)P(k)p(k+1)

* A(k) — eksponencijalni faktor zaboravljanja:

O< A<l

* Prema iskustvu najbolje je uzeti:

0.95< 41 <0.99

= Preporucen izbor:

A =0.98



