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Osnovni pojmovi o estimaciji parametara
Estimacija je proces procjene vrijednosti veličina 
od interesa na temelju dostupnih mjerenja, koja 

l d t č i/ili i j 2/76su uglavnom posredna, netačna i/ili neizvjesna 
(nesigurna).
Estimaciju su prvi koristili Laplace Legandre i Gauss

2/76

Estimaciju su prvi koristili Laplace, Legandre i Gauss 
za određivanje orbitalnih parametara planete.
Estimacija se može koristiti u mnogim područjima:Estimacija se može koristiti u mnogim područjima:

Statističko zaključivanje (izbor najboljeg rješenja iz 
diskretnog skupa mogućih rješenja)diskretnog skupa mogućih rješenja).
Određivanje položaja i brzine pokretnih objekata –
slijeđenje (tracking)slijeđenje (tracking).

Primjer: estimacija stanja pokretnog objekta na 
temelju mjerenja dobivenih iz udaljenihtemelju mjerenja dobivenih iz udaljenih 
senzora, postavljenih na fiksnim lokacijama ili 
pokretnim platformama.



Osnovni pojmovi o estimaciji parametara
Upravljanje sistemima uz prisustvo 
neodređenosti (šum i/ili nepoznati parametri) –
id tifik ij t ti ij t j i 3/76identifikacija parametara, estimacija stanja i 
stohastičko upravljanje.
Određivanje parametara matematičkog modela

3/76

Određivanje parametara matematičkog modela 
radi predviđanja stanja stvarnog sistema –
identifikacija sistema.identifikacija sistema.

Primjeri: estimacija parametara leta aviona, 
estimacija parametara rotorskog kruga es ac ja pa a e a a o o s og uga
asinhronog motora, estimacija parametara 
hoda nožnog robota, estimacija parametara 
kontakta kotača i podloge,...

Određivanje svojstava prenesene poruke na 
t lj š lj i lj i l t ijtemelju zašumljenog primljenog signala – teorija 
komunikacija.



Osnovni pojmovi o estimaciji parametara
Određivanje nekih parametara ili značajki signala 
ili slike – obrada signala/slike, ...

G j ji i t ži ji d š d lj d ćih 4/76Gauss je u svojim istraživanjima došao do sljedećih 
zaključaka o estimaciji:

M t tički d l i t j d t li

4/76

Matematički model sistema je dostupan, ali su 
neki parametri nepoznati i treba ih estimirati.
Neophodni su redundantni podaci zaNeophodni su redundantni podaci za 
smanjenje učinaka pogrešaka mjerenja.
Rezidui trebaju biti što je moguće manjiRezidui trebaju biti što je moguće manji.
Netačnosti mjerenja zahtijevaju primjenu 
pristupa modeliranja zasnovanog na teorijipristupa modeliranja zasnovanog na teoriji 
vjerojatnosti.
Kombinacija početnog znanja i slijedaKombinacija početnog znanja i slijeda 
naknadnih mjerenja vodi ka primjeni koncepta 
rekurzivnih algoritama. 



Osnovni pojmovi o estimaciji parametara
Optimalni estimator je algoritam koji estimira 
promatranu veličinu obrađujući dostupna 

j j i ti i j ći d đ i k it ij 5/76mjerenja i optimirajući određeni kriterij.
Prednosti korištenja optimalnog estimatora: najbolje 
iskorištenje podataka i znanja o sistemu i

5/76

iskorištenje podataka i znanja o sistemu i 
poremećajima na sistem.
Nedostaci: moguća osjetljivost na pogreškeNedostaci: moguća osjetljivost na pogreške 
modeliranja, moguća velika računarska složenost.
Veličine (varijable) koje se estimiraju:( j ) j j

Parametar - vremenski nepromjenjiva (ili sporo 
promjenjiva) veličina (skalar, vektor ili matrica).
Stanje – vremenski promjenjiva veličina 
dinamičkog stanja (obično vektor).

E ti t i dij l ti t tEstimatori se dijele na: estimatore parametara 
(identifikacija parametara sistema) i estimatore stanja.



Identifikacija procesa
Postupak identifikacije procesa
Eksperimentalno matematičko modelliranje 

6/76sistema na temelju skupa izmjerenih vrijednosti 
ulaznih i izlaznih signala sistema naziva se 
identifikacijom sistema

6/76

identifikacijom sistema. 
Postupak identifikacije procesa odvija se u nekoliko 
osnovnih koraka:osnovnih koraka:

Izbor strukture modela procesa;
Prikupljanje ulazno-izlaznih podataka, tj. up ja je u a o a podata a, tj
mjerenje vrijednosti ulaznih i izlaznih signala 
procesa;
Izbor kriterija kvalitete modela procesa;
Estimacija parametara modela procesa;
Izbor optimalne dimenzije modela i njegovo 
vrednovanje.



Identifikacija procesa Znanje o 

7/76

 
 

procesu 

7/76
Prikupljanje 

ulazno-izlaznih 
podataka 

Dijagram toka postupka
Izbor strukture 
modela procesa

Dijagram toka postupka 
identifikacije procesa

Izbor kriterija 
kvalitete 

Identifikacija sistema –

Estimacija parametara modela  
potrebno je prvo 
odabrati model sistema, 
a nakon toga estimirati

Vrednovanje 
modela Model ne zadovoljava

a nakon toga estimirati 
parametre modela.

Model zadovoljava: kraj 
postupka identifikacije 



Identifikacija procesa
Tok postupka identifikacije
Postupak identifikacije procesa odvija se u nekoliko 

8/76koraka. 8/76

)(ku )(ky
Proces

)( )(y

Model )(ˆ ky )(kε Kriterij 
kvalitete

θ

Estimacija parametara 
modela procesa s ciljem 

i i i ij k it ijminimizacije kriterija 
kvalitete 



Identifikacija procesa
Dovođenje pobudnih signala u(k) na ulaz procesa i 
modela izabrane strukture i početnih vrijednosti 

9/76parametara.
Računanje izlaznih signala hipotetičkog modela sa 
i i ij l t t lj i ij d ti

9/76

inicijalno pretpostavljenim vrijednostima 
parametara, označenih sa         . 
Upoređivanje s mjerenim vrijednostima izlaznih

)(ˆ ky
)(ˆ kyUpoređivanje         s mjerenim vrijednostima izlaznih 

signala procesa y(k), iz čega se računa signal 
pogreške ε(k)

)(ky

pogreške ε(k). 
Parametar k označava vremenski trenutak t = kT, 
gdje je T konstantan period uzorkovanjagdje je T konstantan period uzorkovanja. 
Iz signala pogreške računa se iznos kriterija 
kvalitete (performance criterion ili performancekvalitete (performance criterion ili performance 
index), koji predstavlja mjeru veličine pogreške.



Identifikacija procesa
Iznos kriterija kvaliteta iskazuje ovisnost  
pogreške o parametrima modela procesa Θ. 

10/76
Zatim se nekim od iterativnih numeričkih postupaka 
minimizacije estimiraju vrijednosti parametara 

d l k j i i i i j k it ij k lit t

10/76

modela koje minimiziraju kriterij kvalitete. 
Na kraju postupka dobiveni model procesa se 
podvrgava testu vrednovanjapodvrgava testu vrednovanja. 
Ponekad se umjesto jednog modela identificiraju 
parametri grupe modela gdje se najprije izabireparametri grupe modela, gdje se najprije izabire 
najbolji model, a zatim se on podvrgava testu 
vrednovanja. j
Najčešće model procesa dobiven u prvoj iteraciji ne 
prolazi test vrednovanja, pa se neki koraci postupka 
identifikacije moraju ponoviti više puta, zbog čega se 
postupak identifikacije gotovo uvijek provodi iterativno.



Identifikacija procesa
Opis nelinearnog dinamičkog procesa diskretnim 
jednadžbama u prostoru stanja:

11/76

))(),(),(,()1( kkkkk wuxgx =+
(1)

11/76

))(),(),(,()( kkkkk vuxhy =
(1)

u(k) - vektor ulaznih signala procesa;
x(k) - vektor varijabli stanja procesa;
(k) kt i l ih i ly(k) - vektor izlaznih signala procesa;

g - vektorska funkcija koja opisuje dinamiku procesa;
(k) vektor slučajnih varijabli tzv procesni šum;w(k) - vektor slučajnih varijabli, tzv. procesni šum;  

v(k) - vektor slučajnih varijabli, tzv. mjerni šum;
h vektorska funkcija koja opisuje ovisnost izlaznihh - vektorska funkcija koja opisuje ovisnost izlaznih 
signala procesa o varijablama stanja, ulazima i smetnjama.



Identifikacija procesa
Od primarne važnosti je poznavanje funkcije koja 
opisuje ulazno-izlazno ponašanje.

12/76Jedan od načina prikaza je:

)()()( 11 kkk kk vyufy += −− (2)

12/76

gdje su:

)(),,()( kkk vyufy += (2)

f  - vektorska funkcija koja opisuje ovisnost izlaznih 
signala procesa o ulaznim signalima;

[ ] [ ]TTuuu )1(),...,1(),...,1(),...,1()1(),...,1( 11
1 −−=−=− kukuuuk nn

k

matrica dostupnih mjernih vrijednosti ulaznih signala 
procesa u (k-1) -tom trenutku, dimenzije (k-1)×n;

[ ] [ ]TTyyy )1(),...,1(),...,1(),...,1()1(),...,1( 11
1 −−=−=− kykyyyk nn

k



Identifikacija procesa
matrica dostupnih mjernih vrijednosti izlaznih 

signala procesa u (k-1)-tom trenutku, dimenzije          

1−ky

13/76(k-1)×n;

[ ] [ ]TT1k

13/76

[ ] [ ]TTvvv )1(),...,1(),...,1(),...,1()1(),...,1( 11
1 −−=−=− kvkvvvk nn

k

matrica dostupnih mjernih vrijednosti mjernog šuma u 
(k-1)-tom trenutku, dimenzije (k-1)×n;

Prvi član jednadžbe (2) je funkcija prošlih mjernih 
vrijednosti ulaznih i izlaznih signala procesa, drugi 
čl j i ji ž itičlan je neovisan o njima pa se ne može niti 
identificirati. 
Problem identifikacije se svodi na pronalaženjeProblem identifikacije se svodi na pronalaženje 
aproksimacijske funkcije funkciji f.



Identifikacija procesa
Kao aproksimacijska funkcija uobičajeno se 
primjenjuje funkcija definirana vektorom parametara 
Θ k č i di ij 14/76Θ sa konačnim dimenzijama:

)( 11 Θf −− kkk

14/76

(3)),,,( 11 Θyuf kk
N k (3)

Parametri funkcije fN određuju strukturu modela 
procesa:

),,,()(ˆ 11 Θyufy −−= kk
N kk (4)

Vektor izlaznih signala modela procesa      
izračunava se u (k-1)-om koraku, na osnovu 
d t ih j ih ij d ti l ih i i l ih i l

)(ˆ ky

dostupnih mjernih vrijednosti ulaznih i izlaznih signala 
procesa [               ] u tom trenutku.11, −− kk yu



Identifikacija procesa
Vektor          predstavlja procijenjenu vrijednost 
vektora izlaznih signala procesa u k-tom koraku y(k)

)(ˆ ky

15/76izračunatu jedan korak unaprijed, u (k-1)-om koraku.
Model (4) naziva se predikcijski model procesa ili 
j d t dikt kt i l ški

15/76

jednostavno prediktor, a vektor signala pogreški 
između izlaznih signala procesa i modela dan sa:

i kt dik ij kih š k

)(ˆ)()( kkk yyε −=

naziva se vektorom predikcijskih pogrešaka.
Nakon što je odabrana struktura modela (4) potrebno 
je estimirati vrijednosti parametara modela uz∗ΘΘje estimirati vrijednosti parametara modela             uz 
koje je predikcijska pogreška najmanja, odnosno uz 
koje izlaz modela predstavlja očekivanje izlaza 

=ΘΘ

oje a ode a p edsta ja oče a je a a
procesa: { })(),,,()(ˆ 11 kkk kk

N yEΘyufy == ∗−−



Identifikacija procesa
Kada je zadan kriterij kvalitete, optimalne 
vrijednosti parametara modela se estimiraju 

d j ći ički t i 16/76odgovarajućim numeričkim postupcima.
Estimacija koristi skup mjernih podataka ulaznih i 

16/76

izlaznih signala procesa r = 1,..., N prikupljenih 
eksperimentom. 

Vektor predikcijske pogreške za r-ti vektor mjernih 
podataka označen je sa ε(r,Θ).
Model procesa može se smatrati dobrim tek kada 
ukupna predikcijska pogreška             na čitavom )(Θε∗
skupu mjernih podataka poprimi najmanji iznos (off-
line identifikacija). 



Identifikacija procesa
Ukupna predikcijska pogreška može se prikazati 
kao matrica dimenzije n×N koja se dobije 
l j k 17/76)( Θslaganjem vektora             : 17/76),( Θε r

)]()1([)( ΘεΘεΘε NTT=∗

[ ]),(),...,,(),...,,1(),...,,1(          
)],(),...,,1([)(

11 ΘΘΘΘ
ΘεΘεΘε

NN
N

nn εεεε=
(5)

Iznos ukupne predikcijske pogreške mjeri se 
k it ij k lit t k ji ž biti bil k jkriterijem kvalitete, koji može biti bilo koja norma u 
prostoru vektora (5).
Najčešće je kriterij kvaliteta definiran normomNajčešće je kriterij kvaliteta definiran normom 
oblika: 

∑∑
NN
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==

==
lrlr

r rlJJ )),(()()( ΘεΘΘ



Identifikacija procesa
U prethodnom izrazu su:

Jr(Θ) - iznos kriterijske funkcije na r-tom mjernom 
18/76r

uzorku, tzv. lokalna funkcija gubitaka;
l(·) - skalarna, obično pozitivna, funkcija.

18/76

Standardno se za funkciju l(·) uzima kvadratna 
norma:

),(
2
1)),(( ΘεΘε 2 rrl =

uz koju kriterij kvalitete postaje euklidska, odnosno 
L norma:

2

L2-norma:

)()(1)(1)()(1)( 2 ΘεΘεΘΘεΘεΘ ∗∗∑∑∑ T
N nN

T rrrJ ε )()(
2

),(
2

),(),(
2

)(
1 11

ΘεΘεΘΘεΘεΘ
= ==
∑∑∑ ===
r i

i
r

rrrJ ε



Identifikacija procesa
Dobra svojstva ovog kriterija kvalitete su:

dvostruka derivabilnost po parametrima modela. 19/76p p

jednostavnost analize dobivenih rezultata.

Optimalne vrijednosti parametara modela procesa

19/76

∗ΘOptimalne vrijednosti parametara modela procesa 
mogu se definirati kao argument koji minimizira kriterij 
kvalitete:

Θ

kvalitete:

P t i d j d l ( d l

))(min(arg ΘΘ J=∗

Postupci vrednovanja modela procesa (model 
validation) predstavljaju završnu fazu postupka 
identifikacije procesaidentifikacije procesa.

Njihova zadaća je objektivno vrednovati identificirani 
model procesa odnosno ocijeniti stupanjmodel procesa, odnosno ocijeniti stupanj 
podudarnosti njegova ponašanja s ponašanjem 
stvarnoga procesa. 



Identifikacija procesa
Usporedbu ponašanja modela procesa i 
stvarnoga procesa treba provoditi na podacima 
k ji i k išt i ti ij t 20/76koji nisu korišteni za estimaciju parametara 
modela (podaci za vrednovanje). 
Za vrednovanje modela procesa koriste se

20/76

Za vrednovanje modela procesa koriste se 
parametarski i korelacijski postupci. 
Parametarski postupci vrednuju identificirani modelParametarski postupci vrednuju identificirani model 
procesa uspoređujući ga s modelom veće dimenzije, 
pri tome se model veće dimenzije ne identificira, već 
se postupci vrednovanja zasnivaju na procjeni iznosa 
kriterija kvalitete modela veće dimenzije na temelju 
iznosa kriterija kvalitete identificiranoga modelaiznosa kriterija kvalitete identificiranoga modela.
Korelacijski postupci vrednovanja modela temelje se 
na izračunavanju autokorelacijske funkcijena izračunavanju autokorelacijske funkcije 
predikcijske greške i međukorelacijskih funkcija 
određenih kombinacija raspoloživih signala procesa. 



Estimacija parametara – model sistema
Opći model diskretnog linearnog SISO modela s 
konstantnim parametrima:

21/76

)(
)(
)()(

)(
)()()( ke

D
qCku

F
qBkyqA +=

21/76

1

)()( qDqF

q-1 – operator kašnjenja za jedan korak diskretizacije:

)1()(1 −=− kfkfq

u(k) – upravljački ulaz (ulazna varijabla);

)1()( = kfkfq

( ) p j ( j )
y(k) – izlaz procesa (izlazna varijabla);
e(k) – slučajni poremećaj (nezavisna nekorelirana 

slučajna poremećajna varijabla sa srednjom 
vrijednošću 0 i standardnom devijacijom σ);  



Estimacija parametara - model sistema
Opći model diskretnog linearnog sistema:

22/76)(ke 22/76
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Estimacija parametara - model sistema
Prikaz modela procesa u ARMAX obliku:

)()()()()()()()()( kwkvqHkeqCkuqBqkyqA d +++= − 23/76

gdje su:

)()()()()()()()()( kwkvqHkeqCkuqBqkyqA +++= 23/76
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nana aqaqqA +++= − L1
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)(

u(k) - upravljački ulaz (ulazna varijabla);
y(k) - izlaz procesa (izlazna varijabla);
e(k) - slučajni poremećaj;  
v(k) - mjerljivi poremećaj; w(k) - drift (posmak)



Estimacija parametara - model sistema
Prikaz modela procesa u ARMAX obliku:

24/76
w(k)v(k) e(k)

24/76

H(q) C(q)

1/A(q)
y(k)u(k)

q-dB(q)
u(k) x(k)

Drift w(k) je modeliran kao polinomska vremenska 
ffunkcija.
Većina slučajeva drifta može se pokazati s w(k) = w0.



Estimacija parametara - model sistema
Alternativni prikaz modela procesa:

)()( 1 kyqA =−∗
25/76

)()()()()()()(

)()(
111 kwkvqHkeqCkuqBq

kyqA
d +++ −∗−∗−∗−

25/76

gdje su:
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Estimacija parametara - LSM
Parametrizacijom ARMAX modela procesa (6) u 
regresijskom obliku dobiva se:

26/76

)()1()()()()1()( kekkkekkky TT +−=+−= ΘφφΘ
26/76

(7)

gdje su: Θ - vektor parametara procesa, ϕ - vektor 
regresije, e – poremećajni signal (bijeli šum sa E{e}= 0)

Vektor regresije:

[)( 121 31
L

31
L nbdkdkdknakkk

T uuuyyyk −−−−−−−−=φ

]1             211
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Estimacija parametara - LSM

T

Vektor parametara procesa:

27/76[)(
1

1021 44 344 21
L
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L
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−−−=Θ 27/76
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U navedenom modelu, nepoznati parametri procesa 
su linearno ovisni tj izlazni signal linearno ovisi osu linearno ovisni, tj. izlazni signal linearno ovisi o 
parametrima.
Ukoliko ne poznajemo e(k) što predstavlja sekvencuUkoliko ne poznajemo e(k), što predstavlja sekvencu 
nekoreliranih bijelih šumova, predikcija od y(k) je:

)()1()(ˆ kkky T φΘΘ −= (8)



Estimacija parametara - LSM
Vektor predikcije izlazne varijable estimira njenu 
vrijednost uz vektor parametara Θ iz prošlih koraka: 
(k 1) (k 1) i 1 2 28/76y(k-1), u(k-1), i=1,2,...  

Predikcija linearno ovisi o vektoru Θ.

28/76

Ako je e(k) sekvenca neovisnih slučajnih varijabli sa 
E{e}=0, tj. sekvenca bijelog šuma, tada je pogreška 
predikcije:    

)(ˆ)()( Θkykykε −=

Uz poznatu strukturu modela procesa i mjerne 

)()()( Θkykykε

podatke iz vektora ϕ izlazna varijabla sistema 
opisuje se sa:

)(ˆˆ)()( kεkky T += Θφ (9)



Estimacija parametara - LSM

Θ̂
U jednadžbi (9) oznake imaju značenja:

- vektor estimiranih parametara modela;
29/76

)(ˆ kε - pogreška estimacije u trenutku k.  

Cilj je odrediti takav da pogreška estimacije

29/76

Θ̂ )(ˆ kεCilj je odrediti      takav da pogreška estimacije          
bude minimalna:

Θ )(kε

]ˆ)[()()(ˆ ΘΘφ −+= kkekε T

Ako se postigne              tada vrijedi:ΘΘ ˆ=

ΘΘ ˆ      )()(ˆ ≈≈ zakekε



Estimacija parametara - LSM
Model (9) može se zapisati u vektorskom 
(matričnom) obliku:

30/7630/76

⎥
⎤

⎢
⎡

⎥
⎤

⎢
⎡

⎥
⎤

⎢
⎡ )1(ˆ)1()1( εy Tφ

⎥
⎥
⎥

⎢
⎢
⎢

+⎥
⎥
⎥

⎢
⎢
⎢

=
⎥
⎥
⎥

⎢
⎢
⎢ )2(ˆˆ)2()2( εy T

MMM
Θ

φ (10)

⎥
⎥

⎦
⎢
⎢

⎣⎥
⎥
⎥

⎦⎢
⎢
⎢

⎣
⎥
⎥

⎦
⎢
⎢

⎣ )(ˆ)()( NεNNy T

MMM

φ

Da bi se mogao naći     mora biti N ≥ npar (problem Θ̂

Θ̂

g par (p
aproksimacije), gdje je npar broj estimiranih 
parametara u vektoru     :   

ncnwnhnbnanpar ++++++= 11



Estimacija parametara - LSM
Kada je N = npar imamo interpolacijski problem i 
jednadžba (10) može se predstaviti kao skup 

31/76linearnih jednadžbi sa npar nepoznatih parametara.

Za uspješnu estimaciju, sistem mora raditi dovoljno 

31/76

dugo da se formira N vektora podataka, gdje je        
N ≥ npar (ili N >> npar).p

Linearna metoda najmanjih kvadrata (LS metoda 
- LSM) je najviše korištena estimacijska tehnika 
za ove probleme.  

Budući da imamo više mjerenja (N) nego j j ( ) g
nepoznatih parametara (npar), moramo izabrati 
estimator od Θ koji minimizira efekt pogreški. j p g



Estimacija parametara - LSM
Jednadžba (10) može se ponovo napisati u obliku 
(staced form):

32/7632/76

EΘΦY ˆˆ += (11)

gdje su:

⎤⎡⎤⎡⎤⎡ )1(ˆ)1()1( εy Tφ

⎥
⎥
⎥
⎤

⎢
⎢
⎢
⎡

=⎥
⎥
⎥
⎤

⎢
⎢
⎢
⎡

=
⎥
⎥
⎥
⎤

⎢
⎢
⎢
⎡

=
)2(ˆ
)1(

ˆ  ;
)2(
)1(

  ;
)2(
)1(

ε
ε

y
y

T

MM
E

φ
φ

ΦY
⎥
⎥

⎦
⎢
⎢

⎣⎥
⎥
⎥

⎦⎢
⎢
⎢

⎣
⎥
⎥

⎦
⎢
⎢

⎣ )(ˆ

;

)(

;

)( NεNNy T

MMM

φ

odnosno:

⎦⎣⎥⎦⎢⎣⎦⎣ )()()(y φ

ˆˆ (12)ΘΦYE ˆˆ −= (12)



Estimacija parametara - LSM
LS princip glasi: 
Suma kvadrata razlike mjernog vektora Y i 

33/76estimiranog izlaznog vektora mora biti 
minimalna.
S k d t ški j di ič i t ži (LS

33/76

Suma kvadrata pogreški sa jediničnim težinama (LS 
kriterij) može se definirati kao:

22 ˆ
2
1ˆˆ

2
1)(ˆ

2
1)ˆ( EEEΘ === ∑ T

N

i kεJ

Otežana suma kvadrata navedene razlike:

1 222∑=i i

Otežana suma kvadrata navedene razlike:

EQEΘ ˆˆ1)(ˆ1)ˆ( 2 T
N

kJ ∑ EQEΘ
2

)(
2

)(
1

2 T

i
ii kεqJ ∑

=

==



Estimacija parametara - LSM
LS kriterij, odnosno kriterij najmanjih kvadrata, je:

34/761 34/76

)ˆ()ˆ(ˆˆ
2
1)ˆ( ΘΦYΘΦYEEΘ −−== TTJ

ΘΦΦΘYΦΘΘΦYYYΘ ˆˆˆˆ)ˆ( TTTTTTJ +−−=

)ˆ(ΘJ
ˆ

Postavljanjem na nulu derivacije od s obzirom 

ΘΦΦΘYΦΘΘΦYYYΘ)(J +−−=

)(
Θ̂

j j j
na      za stacionarnu tačku (matrica Jacobiana) 
dobiva se ekstrem: 

0ˆ)ˆ(
=−=

∂ ΦYΘΦΦΘ TTJ
(13)0ˆ =−=

∂
ΦYΘΦΦ

Θ
(13)



Estimacija parametara - LSM

Θ̂
Minimum se postiže uz pozitivnu drugu derivaciju 
kriterija po parametrima      (Hessian):

35/7635/76

0)ˆ(2

≥=⎥
⎤

⎢
⎡∂ ΦΦΘ TJ 0ˆ2

≥=
⎥
⎥
⎦⎢

⎢
⎣ ∂

ΦΦ
Θ

)ˆ(ΘJHessian od            će biti pozitivno definitna matrica 
ako i samo ako Φ ima puni rangako i samo ako Φ ima puni rang.
LS estimacija parametara daje (iz jednadžbe (13)): 

YΦYΦΦΦΘ ◊− == TT
LS

1)(ˆ (14)

gdje je Φ ◊ pseudoinverzija od Φ.



Estimacija parametara - LSM
Pseudoinverzna matrice Φ postoji ako i samo 
ako matrica Φ ima puni rang, što je zadovoljeno 

36/76uz stalnu pobudu sistema test signalom.
Drugim riječima, pseudoinverzija od Φ postoji ako 

36/76

je Φ TΦ nesingularna matrica i to će biti 
zadovoljeno kada Φ ima puni rang, tj. kada je 
signal perzistentan (stalno pobuđujući).
Rezultantna pogreška ugađanja (fitovanja), 
d šk ti ij jodnosno pogreška estimacije je: 

)]()2()1([ˆ NTRE

gdje se komponente od R nazivaju reziduima

)](... )2( )1([ NηηηT == RE

gdje se komponente od R nazivaju reziduima 
(ostacima).



Estimacija parametara - LSM
ˆˆIz jednadžbe                        slijedi:

37/76

EΘΦY ˆˆ +=
T ΘΦYRE ˆˆ

Iz prethodne jednadžbe proizlazi:

37/76
LS

T ΘΦYRE −==

Iz prethodne jednadžbe proizlazi:

RΦΘΦΦYΦ TTT +ˆ

što kombinirano sa:

RΦΘΦΦYΦ LS +=

što kombinirano sa:

YΦΦΦΘ TT
LS

1)(ˆ −=
daje:

LS )(

0=RΦT



Estimacija parametara - LSM
Iz definicije rezidua:

38/76)ˆ( ΘΦYR
i uvjeta:

38/76)( LSΘΦYR −=

0
0

=
=

Rφφφ
RΦ

)]()2()1([
            

N

T

proizlazi:

0=Rφφφ )]( ... )2( )1([ N

Np

1,2,...,   0)()(
1

=∀=−∑ naikηiky
N

k

11 20)()(

1

+=∀=−∑
=

nbikηiku
N

k

11,2,...,   0)()(
1

+=∀=−∑
=

nbikηiku
k



Estimacija parametara - LSM
Za veliki N, uvjeti poprimaju oblik:

39/761,2,...,0)}()({ =∀=− naikηikyE 39/76

11,2,...,   0)}()({
1,2,...,  0)}()({

+=∀=−
∀

nbikηikuE
naikηikyE

LSΘ̂Za         uzimajući podatke od 1 do k estimirani 
parametri imaju oblik:

U t tk k + 1 d bi j j j i

)()())()((ˆ 1 kkkk TT
LS YΦΦΦΘ −= (15)

U trenutku k + 1 dobivaju se nova mjerenja iz procesa:
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Estimacija parametara - LSM
U trenutku k + 1 estimirani parametri su:

40/76)1()1())1()1(()1(ˆ 1 ++++=+ − kkkkk TT YΦΦΦΘ

Slijedi da je:

40/76)1()1())1()1(()1( ++++=+ kkkkkLS YΦΦΦΘ

)1(
)(

])1()([)1()1( ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

+=++
k
k

kkkk T
TT

φ
Φ

φΦΦΦ

)1()1()()(           

)1(

+++=
⎦⎣ +

kkkk

k
TT φφΦΦ

φ (16)

)1()1( ++ kkT ΦΦ
Korištenjem prethodnog izraza određuju se nove 
vrijednosti                               .
Problem je odrediti inverznu matricu direktno 
(rekurzivnom metodom) bez potrebe za traženjem 
k l t i t i k k k

)1()1( ++ kkT YΦ
kompletne inverzne matrice u svakom koraku.
Osim toga potrebno je izračunati i                              .



Estimacija parametara - LSM

LSΘ̂
Svojstva LS estimatora

je slučajna varijabla čija se svojstva mogu 
41/76analizirati jednadžbom: 41/76

)(ˆˆ)()( kεkky T += Θφ (17)

koja definira stvarni sistem sa poremećajima.

)()()( kεkky += Θφ (17)

j p j

karakteriziraju:LSΘ̂
bias (sistemska pogreška estimiranih parametara)
kovarijanca (raspršenje estimiranih parametara 
uzrokovanih slučajnom pogreškom).



Estimacija parametara - LSM
Bias

Korištenjem jednadžbe (17) za k = 1,2,..., N dobiva 42/76j j ( )
se:

42/76

EΘΦY ˆˆ +=
Uvrštavanjem u jednadžbu estimiranih parametara:

EΘΦY +=

ˆ
dobiva se: 

YΦΦΦΘ TT
LS

1)(ˆ −=

EΦΦΦΘEΦΦΘΦΦΦΘ ˆ)(]ˆ[)(ˆ 11 TTTTT
LS

−− =+=

Srednja devijacija estimiranih parametara od njihove 
stvarne vrijednosti određena je sa:

EΦΦΦΘΘ ˆ)(ˆ 1 TT
LS

−=−



Estimacija parametara - LSM
Kada su podaci u Φ deterministički i srednja 
vrijednost e(k) jednaka nuli, očekivanje pogreške 

43/76parametara je: 43/76

0}ˆ{)(}ˆ{ 1− EΦΦΦΘΘ TT EE

Ukoliko su elementi matrice Φ slučajni ali nezavisni

0}{)(}{ 1 ==− − EΦΦΦΘΘ E
TT

LS EE

Ukoliko su elementi matrice Φ slučajni, ali nezavisni, 
tada imamo: 

ˆˆ 0}ˆ{}){(}ˆ{ 1 ==− − EΦΦΦΘΘ E
TT

ΦLS EEE

Indeksi E i Φ označavaju da se radi o očekivanju s 
obzirom na E i Φ objekte.
Zaključak: neophodna je asimptotska nekoreliranost 
šuma e i podataka Φ za estimaciju bez pogreške. 



RLS estimator
U nastavku se opisuje estimator zasnovan na 
metodi najmanjih kvadrata, tzv. RLS (Recursive 
L t S ) ti t 44/76Least Square) estimator.
Osnovna svojstva RLS estimatora su:

k

44/76

Ne osvježavaju se svi podaci u svakom koraku k.
Ne računa se cijeli:

)(ˆ kLSΘ

Dodaje se samo jedan novi podatak i računa se:

)1(ˆ +kLSΘ

Radi se o rekurzivnom algoritmu.



RLS estimator
Blok dijagram RLS estimatora.

45/76)(ky 45/76
Sistem 
Θ

)(kφ

)(ˆ)()( kykykε −=

)1(ˆ)()(ˆ −= kkky T Θφ
)1(ˆ +kΘ

Mehanizam 

)1(ˆ)()()( −−= kkkykε T Θφosvježavanja



RLS estimator
Uvrštavanjem vrijednosti za:

46/76)1()1( ++ kkT YΦ i

u izraz (16) dobiva se:
46/76

⎤⎡

)1(  )1( ++ kk YΦ i

)1(
)(

])1()([)1()1( ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

+=++
ky

k
kkkk TT Y

φΦYΦ

)1()1()()(           

)1(

+++=
⎦⎣ +

kykkk

ky
T φYΦ

)()()( ;)]()([)( 1 kkkkkk TT YΦBΦΦP == −Uvođenjem oznaka:                                                      
j d džb ti i ih t k i k+1 k kjednadžbe estimiranih parametara u k i k+1 koraku 
postaju: )1()1()1(ˆ kkkLS BPΘ ++=+

)()()(ˆ
)()()(

kkkLS

LS

BPΘ =



RLS estimator
Za

47/76)1()1()()()1()1( +++=++ kkkkkk TTT φφΦΦΦΦ
slijedi:

47/76)()()()()()( φφ

)1()1()()1( 11 kkkk T

Za

)1()1()()1( 11 +++=+ −− kkkk TφφPP

)1()1()()()1()1( +++=++ kykkkkk TT φYΦYΦ
slijedi:

)1()1()()1( +++=+ kykkk φBB
Druga jednadžba daje direktno osvježavanje 
(update) iz B(k) u B(k+1), kao i P(k+1) iz P(k) iz ( p ) ( ) ( ), ( ) ( )
prve jednadžbe, odnosno one omogućuju 
rekurzivno računanje novih vrijednosti.



RLS estimator
Kako se radi rekurzija i osvježavanje – Lema 
inverzije matrica (Matrix inversion lemma):

48/76Neka su: 48/76

)1()1()(1 +==+== − kkk TφDICφBPA

matrice kompatibilnih dimenzija tako da postoji 
d kt i blik

)1( , ),1( ),( +==+== kkk φDICφBPA

produkt i suma oblika:

)1()1()(1 +++=+ − kkk TφφPBCDA

tada vrijedi:

)1()1()( ++++ kkk φφPBCDA

1111111 ][][ −−−−−−− +−=+ DABDACBAABCDA



RLS estimator
Uzimajući vrijednosti matrice prema polinomima 
estimacije dobiva se:

49/7649/76

)]1()1()([ 11 +++ −− kkk TφφP

)1()()1(1
)()1()1()()(

+++
++

−=
kkk

kkkkk T

T

φPφ
PφφPP

)1()()1(1 +++ kkk φPφ

LSΘ̂)(kΘ
P(k) je pozitivno definitna matrica jednaka 
kovarijantnoj matrici od          s očekivanjem        .
Ovom lemom riješen je problem inverzije 
matrice u svakom koraku (dijeljenje sa skalarom u 

k k k )svakom koraku).



RLS estimator
Temeljem prethodne leme imamo:

50/76)()1()1()( ++ kkkk T PφφP 50/76

)1()()1(1
)()1()1()()()1(

+++
++

−=+
kkk

kkkkkk T φPφ
PφφPPP (18)

Smjenom y(k+1) iz jednadžbej y( ) j

)1(ˆ)1()(ˆ)1()1()1(ˆ +−+=+−+=+ kykykkkykε LS
T Θφ

u jednadžbu:

)1()1()()1( +++=+ kykkk φBB
dobiva se:

)1()1()()1( +++=+ kykkk φBB

)1()1()(ˆ)1()1()()1( ++++++=+ kεkkkkkk LS
T φΘφφBB



RLS estimator

⎤⎡

Iz jednadžbe

51/76
)1()1()(ˆ)1()1()()1(ˆ)1(

)1(

11

1

+++
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
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⎢

⎣

⎡
+++=++

+

−−

−

kεkkkkkkk LS

k

T
LS φΘφφPΘP

P
4444 34444 21

51/76

⎦⎣

množenjem sa P(k+1) dobiva se:

)1()1()1()(ˆ)1(ˆ +++++ kεkkkk φPΘΘ )1()1()1()()1(
)1(

++++=+
+

kεkkkk
k

LSLS 44 344 21
K

φPΘΘ (19)

gdje je K(k+1) matrica pojačanja (faktor pojačanja).gdje je K(k+1) matrica pojačanja (faktor pojačanja).



RLS estimator
RLS estimator - sumarno

52/7652/76

)1()1()1()(ˆ)1(ˆ ++++=+ kεkkkk LSLS φPΘΘ (20)

)(ˆ)1()1()1( kkkykε LS
T Θφ +−+=+ (21)LS

)()1()1()( kkkk T PP

( )

)1()()1(1
)()1()1()()()1(

+++
++

−=+
kkk

kkkkkk T

T

φPφ
PφφPPP (22)

)()()( φφ



RLS estimator
RLS estimator – Pseudokod
K1: Inicijalizacija algoritma sa

53/76
)0(ˆ  ),0( ΘP

K2: Formiranje              iz novih mjerenih podataka
K3: Formiranje              iz novih mjerenih podataka

53/76
)1( +kφ
)1( +kε

)(ˆ)1()1()1( kkkykε T Θφ +−+=+
K4: Izračunati P(k+1)

)()1()1()()()1( ++ kkkkkk
T PφφP

)1()()1(1
)()1()1()()()1(

+++
++

−=+
kkk

kkkkkk T φPφ
PφφPPP

K5: Izračunati

)1()1()1()(ˆ)1(ˆ +++++ kkkkk PΘΘ

)1(ˆ +kΘ

K6: Čekati sljedeći korak diskretizacije i ići na K2.

)1()1()1()()1( ++++=+ kεkkkk φPΘΘ



RLS estimator
Navedene jednadžbe (jednadžbe RLS estimatora) 
mogu se zapisati i u sljedećem obliku:

54/7654/76

)]1()()1()[1()()1( 1kkkkkk T φPφIφPK ++++=+ −

)()]1()1([)1(

)]1()()1()[1()()1(

kkkk

kkkkkk
T PφKIP

φPφIφPK

++−=+

+++++

(23)

)](ˆ)1()1()[1()(ˆ)1(ˆ kkkykkk T ΘφKΘΘ +−+++=+



RLS estimator
Svojstva RLS algoritma:

Estimira samo koeficijente od A i B. 55/76j
Ne daje dobre rezultate ako se koristi obojeni šum.
Ne pohranjuju se svi podaci, mali zahtjevi na

55/76

Ne pohranjuju se svi podaci, mali zahtjevi na 
memoriju.
Prikladan za on-line estimaciju.Prikladan za on line estimaciju.
Nije potrebno, za razliku od LS-a, računati inverziju 
matrice     .Φ
Problem: izbor početnih vrijednosti                      . 
Jednostavno modificirati u real-time algoritam

)0(  ),0(ˆ PΘ
Jednostavno modificirati u real time algoritam.
Centralni dio adaptivnog sistema.
Koristi se u detekciji kvarova kako bi se prepoznaleKoristi se u detekciji kvarova kako bi se prepoznale 
značajnije promjene u sistemu.



RLS estimator
Željena svojstva rekurzivnih algoritama:

Brza konvergencija. 56/76g j

Konzistentne estimirane varijable (u slučaju 
vremenski invarijantnog sistema).

56/76

j g )

Dobro slijeđenje (u slučaju vremenski 
invarijantnog sistema).invarijantnog sistema).

Računarski jednostavan.

T d ffTrade-off
Konvergencija vs. slijeđenje.

Računarska složenost vs. tačnost.



Inicijalni uvjeti RLS estimatora
Inicijalizacija početnih parametara estimatora:

Vektor regresije ϕ(0). 
57/76

Početni vektor parametara            .  
Početna matrica kovarijance P(0).

57/76
)0(ˆ

LSΘ
očet a at ca o a ja ce (0)

Ako je P(0) malo tada će K(k+1) biti malo i                  
se neće mnogo promijeniti.

)1(ˆ +kLSΘ

)0(ˆ
LSΘ

se neće mnogo promijeniti. 
Ako P(0) poprima velike vrijednosti,                  će se 
brzo mijenjati i udaljavati od .

)1(ˆ +kLSΘ
)0(LSΘbrzo mijenjati i udaljavati od            .

U praksi se najčešće uzima:

)0()0(ˆ IPΘ 0
gdje je ρ konstanta.

)0(  ,)0( IPΘ ρ== 0LS

Veliki iznosi ρ su dobri ako je inicijalna vrijednost od 
neizvjesna.

)0(ˆ
LSΘ



Inicijalni uvjeti RLS estimatora
Efekt inicijalnih vrijednosti

Primjer 1. Promatra se sistem: 58/76j 58/76

)()1(0.1)1(9.0)( kekukyky +−=−−

u(k) je binarni bijeli šum

e(k) je bijeli šum srednje vrijednosti 0 i varijance 1.

Identificirati sistem korištenjem RLS metode sa 250Identificirati sistem korištenjem RLS metode sa 250 
tačaka (podataka).

Parametri su incijalizirani sa:Parametri su incijalizirani sa:
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⎡
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== ρPΘ za ρ = 0.01, 0.1, 1, 10



Inicijalni uvjeti RLS estimatora
Efekt inicijalnih vrijednosti

59/7659/76



Inicijalni uvjeti RLS estimatora
Efekt inicijalnih vrijednosti

60/7660/76



Inicijalni uvjeti RLS estimatora
Velike i umjerene vrijednosti ρ (npr. ρ = 1 i ρ = 10) 
vode ka sličnim rezultatima.

61/76
Za veliki ρ malo povjerenje je dano za           tako da 
imamo brz tranzijentni odziv.

61/76
)0(Θ̂

Male vrijednosti ρ prouzrokuju mali K(k), što daje 
sporu konvergenciju.     p g j



Algoritmi za sisteme s promjenjivim param.
Opisani LS algoritam i iz njega izvedeni RLS 
algoritam dobro funkcioniraju u slučaju 
k t t ih d j ji ih 62/76konstantnih, odnosno, nepromjenjivih 
parametara sistema.

D bi d i RLS l it i ij iti

62/76

Da bi se navedeni RLS algoritam moga primijeniti 
na sisteme sa promjenjivim parametrima mogu se 
načiniti sljedeće modifikacije odnosno poboljšanja:načiniti sljedeće modifikacije, odnosno poboljšanja:

Eksponencijalno otežavanje podataka.
Automatska promjena eksponencijalnog 
faktora zaboravljanja.
Resetiranje matrice kovarijance.
Modificiranje matrice kovarijance.j j



RLS estimator sa faktorom zaboravljanja
Kriterijska funkcija u LS metodi se modificira na 
sljedeći način:

63/7663/76
2))()((

2
1),( ΘφΘ ∑ − −=

t
Tkt kkytJ λ (24)

gdje je λ faktor zaboravljanja (0 < λ ≤ 1).

12 =k

Na ovaj način uvedeno je vremenski promjenjivo 
otežavanje podataka.
Najsvježiji podaci su dani jediničnim otežavanjem, a 
podaci koji su stari n vremenskih jedinica sa λn.
Manje vrijednosti λ znače da će prethodne 
vrijednosti biti brže zaboravljene.
Parametri se adaptiraju tako da opisuju najnovije 
podatke.   



RLS estimator sa faktorom zaboravljanja
RLS metoda sa eksponencijalnim faktorom 
zaboravljanja postaje:

64/76

)()]1()1([

)]1()()1()[1()()1( 1

kkk
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φPφIφPK ++++=+ −λ
64/76

)()]1()1([)1( kkkk
T PφKIP ++−

=+
λ (25)

)](ˆ)1()1()[1()(ˆ)1(ˆ kkkykkk T ΘφKΘΘ +−+++=+
N d t t k t d RLS k ij l iNedostatak ove metode, RLS sa eksponencijalnim 
zaboravljanjem, jest da se podaci odbacuju čak i ako 
je P(k+1)ϕ(k+1) = 0je P(k+1)ϕ(k+1) = 0.
Ovo implicira da y(k+1) ne sadrži nikakvu novu 
informaciju o parametru Θinformaciju o parametru Θ.
Iz jednadžbi slijedi da P raste eksponencijalno sa λ.



RLS estimator sa faktorom zaboravljanja
ˆRješenje                koje minimizira                je:           

65/76

),( tΘJ)1(ˆ +kΘ

65/76
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Formula za osvježavanje slijedi analogiju sa RLS 
uvođenjem:
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Izbor λ predstavlja trade-off između konvergencije i 
slijeđenja.



RLS estimator sa faktorom zaboravljanja
Ako je λ mali ⇒ stari podaci se brzo 
zaboravljaju, povlači za sobom dobro 

66/76slijeđenje. 

Ukoliko je λ blizu 1 ⇒ dobra konvergencija i

66/76

Ukoliko je λ blizu 1 ⇒ dobra konvergencija i 
male varijanse estimiranih parametara.

U navedenom algoritmu λ se mijenja od 0 95 doU navedenom algoritmu λ se mijenja od 0.95 do 
0.99.  

Imamo veću brzinu algoritma estimacije u 
početku.



RLS estimator sa faktorom zaboravljanja
Optimalan izbor λ uzima u obzir:

brzo praćenje promjene parametara (veća 67/76brzo praćenje promjene parametara (veća 
osjetljivost na šum),
što manje oscilacije estimiranih parametara

67/76

što manje oscilacije estimiranih parametara.

Preporuke za odabir λ:

brze promjene parametara procesa (brzo 
zaboravljanje mjerenih signala),j j j g ),
spore promjene parametara ili ako nema 
perzistentne pobude (sporo zaboravljanje)perzistentne pobude (sporo zaboravljanje).



RLS estimator sa faktorom zaboravljanja
Primjer 2. Promatra se problem slijeđenja 
vremenski promjenjivog sistema:

68/76
⎧

68/76

⎩
⎨
⎧

>
≤

=+−=−−
2/5.0
2/5.1

  ),()1()1(9.0)( 00 Nt
Nt

bkekubkyky

u(k) je binarni bijeli šum

⎩

e(k) je bijeli šum srednje vrijednosti 0 i varijance 1.

Identificirati sistem korištenjem RLS metode sa 250 
tačaka (podataka).

Parametri su incijalizirani sa:j
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PΘ 0 za λ 1, 0.99, 0.95



RLS estimator sa faktorom zaboravljanja
Utjecaj promjene faktora zaboravljanja

69/7669/76



RLS estimator sa faktorom zaboravljanja
Utjecaj promjene faktora zaboravljanja

70/7670/76



RLS estimator sa faktorom zaboravljanja
Analiza rezultata

Smanjenje faktora zaboravljanja - dva efekta: 71/76j j j j

dostiže tačne vrijednosti mnogo brže,

algoritam postaje mnogo osjetljiviji na šum

71/76

algoritam postaje mnogo osjetljiviji na šum.

Kako se λ smanjuje oscilacije postaju veće.  

Za postizanje konvergencije potrebno λ = 1.

Ako je λ < 1 estimirani parametri se mijenjaju bryo IAko je λ < 1 estimirani parametri se mijenjaju bryo I 
algoritam postaje mnogo osjetljiviji na šum.

Zbog navedenih razloga često je dobro faktorZbog navedenih razloga često je dobro faktor 
zaboravljanja mijenjati u vremenu, odnosno, učiniti 
ga vremenski promjenjivim.ga vremenski promjenjivim.



RLS estimator sa faktorom zaboravljanja
Primjer 3. Promatra se sistem

72/76)1()()1()1()( −++−=−− kcekekbukayky

gdje su:

72/76)1()()1()1()( ++= kcekekbukayky

g j

a = -0.8, b = 0.5, e(k) je bijeli šum jedinične srednje 
vrijednosti sa standardnom devijacijom σ = 0 5 c = 0vrijednosti sa standardnom devijacijom σ = 0.5, c = 0
i
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Vektori parametara i regresije su:
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RLS estimator sa faktorom zaboravljanja
Rezultati dobiveni sa RLS metodom sa λ = 1 i LMS 
metodom sa γ = 0.01 i prikazani su respektivno na 
lik ) i b) 73/76slikama a) i b). 73/76

(a) (b)



RLS estimator sa faktorom zaboravljanja
Za vremensku promjenu parametra λ tipičan izbor je 
učiniti da λ(k) teži eksponencijalno ka 1:  

74/7674/76

))0( 1(1)( 0 λλλ −−= kk

Ovo se može jednostavno rekurzivno implementirati:

95.0)0( ,99.0  ),1()1()( 000 ==−+−= λλλλλλ  uzkk

Ova vremenska promjenjivost se zatim uključi u RLS 
algoritam:g
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Eksponencijalno otežavanje podataka
Kriterij za izvod algoritma prelazi iz:  

75/7611 N 75/76
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Odabir λ određen:
brzom adaptacijom
dobrom estimacijom.  



Eksponencijalno otežavanje podataka

Algoritam matrice kovarijance:  
76/7676/76
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λ(k) – eksponencijalni faktor zaboravljanja:

10 << λ

Prema iskustvu najbolje je uzeti:

10 << λ

P č i b
99.095.0 << λ

Preporučen izbor:
98.0=λ


