Dokaz se moze izvesti indukcijom po broju promjeitli Neka jen broj promjenljvih. Zan=1
tvrdenje je t&no. Zaista, postoje samietiri razlicite neekvivalentne logke funkcije od jedne
promjenljive, a to su F(X) =X, F(X) =X, F(X) =DF(X) = 1. Ako eliminiramo posljednje dvije
funkcije koje su konstantne, samo je funkcija FEXX monotona, jer funkcija F(X) = Xdgledno
nije monotona, s obzirom da za nju vrijedi F(0)(2)FKako se funkcija F(X) = X moZe napisati bilo
kao F(X) = XX ili F(X) = X OX, to je za nju twienje t&no.

Pretpostavimo sada da jedenje t&no zan =k gdje jek neki prirodan broj, tj. pretpostavimo da se
svaka monotona funkcija F(XX,,...,X,) od n=k promjenljivih razltita od konstanti 0 i 1 mozZe
izraziti samo preko operacija konjunkcije i disjoi& i pokazimo da iz te prepostavke slijedi da se
isto moZe uraditi i za svaku funkciju F(X, ...,Xy, Xx1) od n=k+1. Pokazemo li to, tdenje tada
slijedi iz principa matematke indukcije.

Lako se vidi da vrijedi razvoj
F(X1, X2, .0y X1 Xir1) = F(Xg, X2, 00y X1, 0) X1 O F(X1, X2, .0, Xy 1) X1

Zaista, odmah se vidi da su lijeva i desna stradagke i za X; =0 i za X., = 1, a trée mogunosti
nema. Dalje, prema osobini monotonosti vrijedi F&, ..., Xy, 0)< F(Xy, X, ..., Xk, 1), odakle slijedi
da je ili F(X;, X2, ...,Xk, 0) =0, ili FO&, Xo, ..., XK, 1) = 1, ili F(Xg, Xo, ..., Xk 0) = F(X, Xa, ..., X, 1).
Razmotrimo posebno svaku od ove tri magsti.

U prvom slgaju imamo

F(X1, X2, -, Xk Xir1) = 00Kjeer O F(X, Xz, ..o, Xk 1) Xieos =
=00 F(Xl, X2, ...,Xk, 1)Xk+1 = F(Xl, Xg, ...,Xk, 1)Xk+1

U drugom sldaju imamo

F(X1, X2y +ees Xk Xiew1) = FXt, X2, o0y Xip 0)Xigrr 0L DKip =
= Xieer 0 Xiee1 F(X1, X2, o0, Xy 0) = Ko OF (X1, X, ..., X, 0)

U trecem sl@aju imamo

F(Xl, X2, ...,Xk,Xk+1) = F(Xl, Xg, ...,Xk, O)Xk+1 O F(Xl,X2, ...,Xk, O)Xk+1 =
= F(X]_,Xg, ...,Xk, 0)(Xk+1 ka+1) = F(Xl,XQ, ...,Xk, 0)

Vidimo da se u sva tri staja F(%, X,, ..., Xy, X1) MoZe prikazati izrazom u kojima se eventualno
javljaju samo izrazi F(X X», ...,Xk, 1), F(Xg, X2, ..., Xk, 0), promjenljiva X%., te operacije konjunkcije i
disjunkcije. Kako su F(X X, ...,Xi, 1) i F(Xg, X5, ..., Xy, 0) funkcije odn =k promjenljivih za koje je
pretpostavljeno da se mogu izraziti samo pé&moperacija konjunkcije i disjunkcije, slijedi da sz
pretpostavku monotonosti na istiéima moze izraziti i funkcija FOX Xa, ..., Xk, X)) 0d n =k+1
promjenljivih, ¢ime je dokaz zavrSen.



